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Vorrede. 



Icli übergebe hiermit dem mathematischen Publikum das zweite Heft 
meines Entwurfs einer neuen Integralrechnung, welches die irrationalen, 
exponentiellen , logarithmisehen und cyklo metrischen Integrale behandelt 
und meine Versuche einer Erweiterung und Yerbesaerung der höheren 
Mathematik vorläufig zum Abschluss bringt. Der Kenner wird in dieser 
Abhandlung überall Integrale finden, welche entweder neu, oder allgemeiner 
gefasst, oder in eine bessere Form gebracht sind. Da überdies auch die 
von mir angewandten Integrationsmethoden sich von den bisher üblichen 
völlig unterscheiden, so kann es kaum fehlen, dass mein Entwurf einer 
neuen Integralrechnung ein Gefühl des Befremdens bei der grossen Zahl 
jener Mathematiker hervorrufen muss, welche die Elemente unserer heu- 
tigen Integralrechnung als ein sicheres, unantastbares Besitztum zu be- 
trachten gewohnt sind. Dennoch möchte ich an meine Fachgenossen 
die Bitte richten, diesen ersten Eindruck des Misstrauens zu überwinden 
und den nachfolgenden Untersuchungen ihre ernste Beachtung zu schenken. 
Denn der Umstand, dass ich, noch in der Ausarbeitung meines Integrations- 
systems begriffen, gar manche bedeutsame Resultate gewonnen habe, 
lägst mit Sicherheit voraussehen, welchen Vorteil bessere Rechner als 
ich aus den ueuentdeckten Rechnungs- und Integrationsmethoden ziehen 
werden, 

Wien, im Oktober 1893. 

Dei" Verfasser. 
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Vierte Abteilung. 
Die irrationaleil Integrale. 

§- 31. 

Integration von &'' ta dx und — ^■ 

Wenn a> eine beliebige Funktion von x (vgl. z. B. unten §. 51, GL 4, 
9, 22), insbesondere einen Ausdruck von der Form + o; + hx" + ca;^" + ■■-, 
ferner a den ersten Differentialquotienten von ra, p und r ganze*) positive 
Zahlen bedeuten, so können alle Differentiale von der in der Überschrift 
bezeichneten Gattung in geschlossenen Ausdrücken integriert werden. 

I. Ist zunächst die Gleiehungr 



ef (a'dx = dy 1) 

zu integrieren, so wendet man zu diesem Zweck die in den „Neuen Inte- 
gration smeth öden" Gl. 220 — 267 dargelegten Operationen aa, indem man 
die Gl. 1 zuvörderst numeralisjert, also: 



1 + c 



m'dxldß = 1 + - 



<ü-dxh !ß _ 



2) 



Bildet man nunmehr aus der vorstehenden Relation die Numeralgleichui 
(„Neue Int.-Meth." S. 20), so ist: 



,,^*\,+-l':¥P-f 



= vdy. 



Logarithmalisiert man die Numeralgleichung, um den urspri 
von dy herzustellen, so ergiebt sich folgende Delation: 



4" ca''(adx - 



^ dy. 



1 glichen Wert 



*) 



Multipliziert man nun, um aus den beiden ersten Differentialen links die 



*) lot nehme tiör und anderwärts {z. B, S. 97 n. ! 
Zahlen aiad, weil diese Ausdrücke, wenn sie ürüohe s 
geführt werden können. 



f.) an, dass p und r j 
id, leicht auf solche z 
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Differential summe bilden zu können, dx und dy mit - (vgl. „N^iie 

Integr.-Meth," S. 26, 27), ao ist: 

oder 

Befreit man endlich (^1/ von den Konstanten, so ergiebt sich die 
Integralgleichung: 

Begnügt man sich mit der Differential summe und wendet mau die 
oben im §, 5 (S. 5) angegebene Bezeichnungs weise an, so ist 

Ds 0^03'dx = -^ ■ m'^'^\ 8) 

II. Ist ferner die Gleichung: 

^' - iy 9) 

zu integrieren, so ist die Numeralgleiuhung, wenn man zur Bildung der- 
selben den Ausdruck in die Potenz versetzt (vgl, 1. B. Neue Int.- 



Meth. Gl. 258-260): 



-vdy. 10) 

Logarithmalisiert man den vorstehenden Ausdruck, so ergiebt sich: 

1 1 ca äx 1 , -1 -, 

~YZ^ — ~p zr;^^ ^ 

und wenn man, um aus den beiden ersten Ausdrücken links die Diffe- 
rentialsumme bilden zu können (Gl. 12 u. 13), dx und dy mit 
multipliziert: 



— r)ia dm 1 {p — f)äij 



P -'• 



12) 
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— 69 ^ 

Fasst man nunmehr die beiden ersten Ausdrücke links mit Bück- 
sieht auf die in den „Neuen Integrationsmethoden" Gfl. 20, 261 — 267 ge- 
gebenen Entwicklungen in eine Differentialsumme zusi 

1 ^ _ {p-r)d y 



oder, wenn man dy von den Konstanten befreit: 



13} 



14) 



oder 

2)s?'''^ = ■': ^. 15) 

Die beiden Gl. 14 und 15 können aus den ftelatiouen 7 und 8 auch 
mittelbar dadurch gefunden werden, dass mau in diesen •j) durch —p ersetzt. 

III. Die in den Gi. 8 und 15 enthalteneu Integrationsformeln sind 
von sehr umfassender Anweodung. Alle Differentiale, gleichviel ob ihre 
endliehen Bestandteile aus rationalen, irrationalen, gonio metrischen oder 
Exponentialgrössen, aus Logarithmen oder Kreisbögen bestehen, können 
in geschlossenen Ausdrücken integriert T7erden, wenn sie entweder von 

vornherein die Form von ofa'dx und — j- aufweisen oder doch (z. B. 

durch Einfuhrung von Konstanten) auf diese Form gebracht werden 
können. Nur wenn i> = r also j) — »- = ist, wird die Formel 15 augen- 
scheinlich unbrauchbar. In der That liegt dann ein iogarithmisches Diffe- 
rential („Neue Int.-Meth," §. 12) vor und es gilt die Relation: 

Ds^ = Ds^ = logrä. 16) 

Aus dieser DarsfcelJung geht insbesondere auch hervor, dass alle irra- 



tionalen Differentiale von der Form x'^~''-']/+ a + Jjx^dx und , i= 

in geschlossenen Ausdrücken integrierbar sind. So ist z. B. (vgl. auch 
Neue Integr.-Meth. S. 40—46): 

Dsyä^hx äx = BsY^dx = y I>s m^ca'dx = (Gl. 8) ^ , 17) 

, ,_ 1 i 2i^t 

Dsya — hxdx = Bsy a dx ^ ~ -r- Ds m' a dx = jr-, 18) 

Ds (a -f- hx)^dx ^ Ds J^ dx ^ \ Bs J^bi'dx = ^ , 19) 
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Ds , = US — = = -,- Ds — r- = ~- , 20) 

Ds — ^^— = Ds ^ = I ÖS ^ = ^ , 21) 

Ds a;"!/« + fea:^(?a: = 'DsxYääx = ^-Ds »"^^«'(^a: = ^j^, 22) 



Ds _^££_ = Ds ^^ = i- Jls ^^ = ^ , 

y-a + fcfl;= l-V 26 ^\ h ' 



23) 



Ds 3:^(ra — li^y dx = Ds x"^ m^'' äx = — ^ Ds a^aüx = - — ä^' ^'^) 

IV. Die Integration des trinomischen Differentials: 

3;ä''-i(« 4- 6ä"+ cfl;^")''(^ie = x^''-''-oi''dx = t?»/ 35) 

ist zwar nicht, wie jene des analogen binomischen Differentials (Abs. III) 
durch einfache Einführung Ton Konstanten möglich, wohl aber kann 
dieselbe mit Rücksicht auf die Relation; 

m' = n'bx''—^-\-2ncx'^'^~-^\ a;Sn— i _^ 26) 

vermittelst einer Substitution durchgeführt werden. Es ist nämlich: 

Von diesem letzten Ausdruck kann das erste Differential vermittelst der 
Gl. 8, das zweite etwa nach §. 42 Abs. VI (vgl. z. B. g. 47 Abs. X) in end- 
licher Form integriert werden. 
Ebenso ist: 

von welchem Ausdruck das erste Differential nach Gl. 15, das zweite nach 
§. 34 Absatz III integrierbar ist. 

Es ist leicht ersichtlich, dass die vorstehenden Satze nur dann gelten, 
wenn p eine ungerade Zahl, j- «= 2 ist, weil die Reduktion auf die im §. 34 
Abs. I und II integrierten Differentiale blos in diesem Falle immer mög- 
lieh ist. 

V. So ist z. B.; 

Ds x^a -1- ^^ + c^ dx = — -~ ,= — Ds m^ m' dx — g- Ds'^adx 

= I - - |- Ds y« ^Ä (§. 46 Abs. VI) , 29) 
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30) 
VI. Zur Integration der Gleichung 

x'yä'^'b^~^fc^''dx = x^y^dx = dy 31) 

setze man 

ü>^2hx-\-lcx^; x^= " "^l^"^ , 32) 

also wenn mau den Wert von x^ in die Gl. 31 substituiert; 

Bs t^-'-^M/n- i^ = Yc^^ fo^oi'dx — ^ Dsxyädx = Bs dy. 33) 

Das vorstehende Integral wird unten (§. 47 Abs. XII) in seinem 
vollen Umfang ermittelt werden. 

In ganz analoger Weise findet man mit ßücksicht auf die obige 
Gl. 15, ferner auf §. 34, Gl. 35: 



34) 

VII. Sowie alle Differentiale von der Form x''~'-{a -\-'bx''y'dx und 
— — - auf die Ausdrücke ot'm'dx und — j- gebracht und dann in 
(« + Im")'- m~ 

einem geschlossenen Ausdruck integriert werden könnerj so ist dies auch 

bei allen Difi'erentialen von der Form x'"'~'-(a'j~bx''ydx und 

der Fall, in welchen Ausdrücken ,« eine ganze positive Zahl bedeutet. 
Man kann nämlich in solchen Differentialen immer für x" den Ausdruck 
'" "7— substituieren und auf diese Weise successiv die Integration be- 
wirken. So ist z. B.: 
Dsx^y^-\-hx^dx= ~v Ds x^yta m' dx =: ^j^ Ds [(o a dx — ayaa'dx], 35) 

welcher letztere Ausdruck nach Gl. 8 integriert werden kann. 

Durch ganz ähnliche Substitutionen kann man auch beweisen, dass 

xi"^~^(a '}'hx''-\- GX^^'^dx und — immer in endlicher Form 

inte grabe! sind. 
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Iteduktion der irrationalen Differentiale auf logarithmische Differentiale 
mit irrationnlen Bestandteilen. 

Läaat sich ein irrationales Differential nicht auf die im §. 31 ent- 
wickelten Formen zurflckführenj so kann man die Integration durch einen 
geschlossenen Ausdruck in vielen Fällen dadurch ermöglichen, dass man 

dasselbe auf logarithmische Differentiale von der Form + (— — — j 

reduziert (vgl. Neue Int-Meth. S. 37 — 40), welche die Eigentümlichkeit 
haben, dass sowohl % und p als auch %' und p' irrationale Bestandteile 
enthalten. Diese Umwandlung erfolgt vermittelst der Methode der Ein- 
führung von Variablen und Konstanten. 

I, Ist die Gleichung: 

dX dX , .y 

zu integrieren, so ist leicht ersichtlich, dass deren Reduktion auf die 

Form — ^ unmöglich ist. Man setze daher: 

K = |/öx-f l/rä; Tt =yi-{-^, 2) 

p=y&j_|/rä; e' = l/5~-^l, 3) 



Sa Vi 



it!>==~a. 5) 

Multipliziert man nun das Differential — = in der Gl. 1, um dessen 

Reduktion auf die Form + I ) zu ermöglichen, im Zähler und 

Nenner mit Rücksicht auf die Gl. 5, so ist: 

— —^ = <^y- b) 

Führt man sodann mit ßücksicht auf die Gl. 4 Variable und Konstanten 
ein, so ist: 

oder 

Da die Differentiale links logarithmiseh sind (Neue Int.-Meth. §. 12), 
so erhält man die Differentialsumme: 
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log rö — log p ^ Ds 2]/6 dy 
man ätj von den Konstanten befreit: 
-^ los ^ = ^ log K -rf_Tj __^ ^ 2; 
lüaloge Weise erhalt man auch: 



x^V-a-\-by 



II. Zur Integration der Gleichung: 



10) 



11) 



12) 

kann die im Abs. I entwickelte Methode nicht angewandt werden, weil 
in diesem Fall ■]tQ = 2hx^ — a wäre (s. Gl. 5), folglich die in den Gl. 6—8 
vorgenommenen Operationen nicht vollzogen werden können. Hier ist, 
so lange zur Auffindung der Differentialsummen irrationaler Differentiale 
blos die im §. 31 und 32 enthaltenen Methoden offenstehen, lediglich die 
Integration durch Kreisbögen nach der Formel 



'm;e) 



- arc sin f(x) 



13) 



yv- {f{x)-\-' 

möglich (vgl. oben §. 8 Gl. 1 und unten §, 53 Gl. 3). Zu diesem Zweck 
dividiert man in der Gl. 12 das Differential links in Zähler und Nenner 
mit ya und multipliziert sodann die Gleichung auf beiden Seiten mit yh, 
30 dass sieh, wenn man gleichzeitig die Differentialsumme nimmt, folgende 
Relation ergiebt: 

yiäx xyi 

Bs , y^ = Ds — , ^ _--. = arc sin ^ = Ds l/fedw. 14) 

y._^ i/-(fr ;- / ' 

Befreit mau nunmehr dy vou der Konstante, so ist 



^_ 



7)5-- 



ITI, Zur Integration der Gleichung 

den da: , 



setze man, ähnlich wie im Abs. I: 

^ = ly + 2cx+2y^ 

Q =l-\.2cx — 21/cw 



■-^-if. 



Y„ ■ 



15) 

16) 

1') 
18) 
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jtp = &'^— 4ac = Ö = — z/, 19) 

n'Q^^g'^^-^; Ym^Tc'Q - 7t&') ^ 2Y^d . 20) 

Multipliziert man nun daa Differential links in der Gl. 16 in Zähler und 
Nenner mit Rücksicht auf die Gl. 19 (vgl. oben Gl. 6), so ist: 

und wenn man mit Rücksieht auf Gl. 20 Variable und Konstanten ein- 
führt (s. Gl. 7): 

y^i^-i,^.f)3dx = 2V~cSdy 22) 

oder 

^ .. i^ =^ 2]/edy . 23) 

Nimmt man nun, ähnlich wie in den Gl. 9 und 10 die Differential summe 
und befreit sodann dy von den Konstanten, so ist: 

ai/e •* 5 21/c "s+!.«-Sl/M )/o + 6« + rf 

Durch ganz ähnliche Operationen erhält man noch die nachfolgenden 
Integrale: 

' ■ " i±y^_-Llogi, 2Ö) 



Ds^= 


, + bx + , 


S.-^'v^= 


%y~c 


lof 




d^ 


Bs" 


ay? 


Inr 


'''Vir- 


^S« + «. 


V -"V. 






A!» 


Bs" 


a/c 




'V- — *«.+. 


rf "y'. 




IV, 


Ist die 


Gleichung 







,26) 



s-sy« 21/; 



Va + öa — Cfl;^ V^ 



28) 



zu integrieren, so sind die im Abs. IE erörterten IVIethoden unanwendbar, 
weil in diesem Falle Jtß = d + üc^x^ wäre, so dass die zur Eeduktion 
auf ein logarithmisehes Differential unentbehrlichen Operationen in den 
Gl. 21 — 23 nicht vorgenommen werden können. In diesem Falle ist 
deshalb die Integration gleichfalls (vgl. Abs. II) nur durch Kreisbögen 
und zwar am bequemsten nach der Formel (s. unten §. 53 Gl. 4): 

m - , **"'' --- _ arc cos fS) 29) 
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möglich. Es ist nämlich, wenn man auch hier (vgl. oben §. 10 Gl. 3) 
^s ^ 4ac --= ff setzt: 



- = rfi/. 30) 






y-Ciry 



Multipliziert man die beiden letzten Ausdrücke mit "[/c, so ist 
1^ 






i/'-(^y i/'-e^y 



= = -ycäy. 



31) 



Nimmt man schliesslich von den beiden letzteo Differentialen die 
Differentialsumme (s. Gl. 29) und befreit dann äy von der Konstante, so 
ergiebt sich folgendes Integral: 

1 &-3CS . ^, &x 



ih^ ■ 



}/« + 6 



39) 



Dieses Integral ist ebenso richtig und einfacher als jenes, welches ge- 
wöhnlich in den Integraltafeln erseheint. 

Durch ganz analoge Operationen erhält man noch folgende Integrale; 



1 . &-|-2cic 

- = -— arc sin - - ■-..--■^ 



V. Die Integration des Differentials 



— ist den im Abs. HI 

y±hx±ox' 

und IV dar gestellten Äbleitungs weisen ganz analog, nur tritt an die Stelle 
Ton ö^ + 4ac Überall 6^, weil eben ß -= ist. 
Ist die Gleichung: 






--dy 



; SO setze man (vgl. Abs. III): 
31 = ö + 2c3; 4- 2Vcw; ,Tr' = 2c - 

p = ö + 2C3! - 2]/cü; p' = 2c- 



j/co ' 



36) 



37) 



yGoosle 



- 7G — 
7tQ = b', 39) 

7LQ — itQ = ^^'; Y'äi^'Q - Jtp) = 2(/cJ^ 40) 

und es ergiebt sich, wenn man in der Gl. 36 das Differential links im 
Zähler und Nenner mit Rücksicht auf die Gl. 39 multipliziert und so- 
dann (Gl. 40) Variable und Konstaaten einführt; 

y^^.'o~.J )hyx _ 2j/^öV;/ 41) 

oder 

^^ill^^Ycdy. 42) 

Verfährt man endlich wie in den Gl. 9, 10, 24, so ist: 

— - los - = — = log — ■ -^= = Ds -, - ■ 4o) 

2ye ^e 3)/c ^ö + acS-S)/^ Vbcc + cx' 

Dnrch ganz ähnliche Operationen erhält man auch das Integralt 

-r, das dx 1, & — 2 ex — ^Ycä 1, 0<j\ 

Ds - — = — ^ = — - los '-=: = — ^ log -^ ■ ii) 

VI, Ist endlich die Gleichung: 

-=^^=r-. = dy 45) 

zu integrieren, so ist die im Abs. V dargestellte Methode unanwendbar, 
weil dann aq =^h^ -\- ^c^x^ wäre, folglieh die in den Gl. 41 und 42 ent- 
haltenen Operationen nicht vollzogen werden können. Um wie in den 
früheren Fällen das Kreisbogenintegral zu erhalten, setze mau: 

^ 2Vcd^ ^ 6 ___^j 46^ 

-ybx - oa' }/&" — &^ + ihcx — ic'x'' -i / _ / &-aca y 

Multipliziert man die beiden letzteren Ausdrücke mit Yc, so ist: 
Ds ,. .f'._ . ^Ds^~ —- ' ' ^ 

= arecos — = DsYcdy. 47) 

Befreit man sodann dy von der Konstante, so ist; 

-^ arc cos = Ds — ■ is) 

Yl l Ybx — ex' 



yGoosle 
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Schliesslicli mag nocli bemerkt werden, dasa in aiien voratehenden 
Recliimrigen (Abs. I — VI) wie überhaupt in der vorliegenden Abhand- 
lung vorausgesetzt wurde, dass a, i, c immer positive Grrösaen sind (vgl. 
oben S. 12). 

VII. In vielen Integral tafeln erscheinen die in den Gl. 10, 24, 43 
enthaltenen Integrale in einer einfacheren Gestalt, nämlich: 

Ds "^^ = ^ log (Vbx 4- yä^+l)l^), 49) 

J« , ''^ . -^--i.log(i + 2c5i + 2)/?5), 50) 

ya + lx + cx^ Ym Yc 

61) 

In der That ist bei diesen Integralen (Gl. 49—51): 

ä ~ log - = (^^ log X 52) 

oder 

Einige leichte Operationen zeigen, dass bei den Integralen in den 
Gl, 10, 24, 43 wirklich die Bedingcngagleichung sr'p + %q' = statt- 
findet, ao dass dieselben mit Röcksicht auf die Relation 52 den Inte- 
gralen in den Gl, 49 — 51 gleichgesetzt werden können. Unter derselben 
Voraussetzung (re'p + TtQ ^ 0) gilt auch die weitere Relation: 



= und — -^i^^ 



xy±a±bx^ ^ 
I. Während die Integration der Differentiale 
und 



y±a±bx^ '}/±a±hx''±cx^'' 

bisher nur in dem Falle gelungen ist, wenn x in dem irrationalen Aus- 
druck höchstens in zweiter Potenz erscheint (§. 32 Abs. I — IV), lassen 
sich die in der Überschrift bezeichneten Differentiale in dieser allgemeinen 
Form integrieren. Zur Integration der Gleichung: 



x-Va + l,- 
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man: 




n^V^ + yi; 




p = V«-y«; 




7tQ = bx'', 





3) 
4) 
jr ^ - jtp = - -!— j^= ; ^^„_, " ^-yaln. d) 

Multipliziert man, ähnlich wie in zahlreichen früheren Fällen das links- 
seitige Differential der Gl. 1 im Zähler und Nenner, mit Kticksicht auf 
die Gl. 4, so ist: 

—^ = '^y- ^) 

Führt man sodann mit Eiicksicht auf die Gl. 5 Variable uad Kon- 
Btaiiten eiuj so ergieht sieh: 

1 — ^ -^4: = —yaondp 1) 

oder 

I = yandy. o) 

Verfährt man mit dieser Gleichung in der bekannten Weise, so ist: 

y»» 'Va + h^ + Vä xVaJrhx- 

Dureil ganz analoge Rechnungen erhält man das Integral: 

IL Ist die Gleichung: 

dx dx -, ^ ^-. 

xV^ a + hx" ^V^ 
zu integrieren, so sinddieOperationeninder G1.6 — 8 wegenjip = — 2« + ^^" 
ucdutchführbar und deshalb nur die Integration durch Kreisbögen möglich. 
Zu diesem Zweck schreibt man die Gl, 11 foigendermasseo: 
-Vanhx''-^dx 

welche Umgestaltung, wie einige leichte Reduktionen beweisen, ohne 
Veränderung des Wesens der Gleichung vorgenommen werden kann. 
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Nim ist aber: 

-= = (?y w , 13) 

folglich wenn man die Werte aus den Gl. 13 und 14 in die Gl. 12 
STibstituiert: 

-, — (§. 22 Gl. 63) arctan K _ Js V'»''!' . 15) 



Befreit mau schlieaslich dy von den Konstanten, so ergiebt sieb: 



a ]/_ a + fcä" 


n, "' 


16) 


■j/a« y« 


i)/_ „ + 6«- 




III. Ist die Gläclmng: 






&x 




17) 


x^a^htä^-^ctö' 




integrieren, so setze man: 






7C = 2a-\-lx" + 2^^; 


,■ - nhx-' + ^-^- 


18) 


p = 2» + &«" --2|/ö^; 


p'_„Sx-.-!^'. 


19) 


:)t:p = — z/fl^". 




20) 




V'(',-.-->l._^y^„j„, 


21) 



MultipHziert mau nun das linksseitige Differential der Gl. 17 mit ßück- 
siclit auf die Gl, 20, so ist; 

Führt man sodann mit Rticksicht auf die Gl. 21 Variable und Konstanten 
ein, so ergiebt sich: 

— ¥r^ = — 2yflz/M(Tj/ 23) 

oder 

g dx ^ dx rt,/~T nt\ 

■ •=2yandy. 24) 
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Verfährt maa in der bekannten Weise, so ist: 

-■ - - log J: = — --log -^^Us — , - .^^^ ■ 35) 

Auf ähnliclie Weise erhält man die Integrale: 



I)s 



■f-^Val_ 



zya — bx''-\-cx'^" '«>'"' 2]/«« 2a— &^''+2/aS 2y«» 



-n da rfie 1 , aa + öä" — aVaS 1 , p ,„, 

Bf . - - _ = ,= — ^loff ^!^ ^7^ = —7:^102^, 27) 

n.^ ^^-^ ^ ^ = ^ 1»; aatiM!:^!^ = ^ing-g. 38) 

IV. Ist die Gleichung: 

zu integrieren, so ist die im Abs. III entwickelte Methode wegen 
irp ^ 8a^ — zJx^" unanweudbar, folglich auch hier nur die Integration 
durch Kreisbogen möglich. Zu diesem Zweck sehreibt man die Gl. 29 in 
folgender Weise, was, wie einige leichte Reduktionen beweisen, ohne 
Änderung ihres Wesens möglich ist (6 = fi^ + 4«^): 



Nun ist aber: 



4y;.i 








iaoi 






21/aD, 


«i^_ 


C-^. + ta. 



31) 

32) 
Substituiert man die Werte aus deir Gl. 31 und 32 in die Gl. 30, so ist 

^^ ' n t ~ "et"" ""JL — —DsVandy. 33) 



/ -2<i + a. 'Y ay«: 



Befreit man endlicli äy von den Konstanten, so ergiebt sich folgendes 
Integral : 

-^ arctan ^ — = Ds — , ■ 34) 
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Auf ganz analoge Weise erhält 


man noch die Integrale; 




_D„ 1^ 


T-, dx 1 , — 
Ds — — ^ — ^ arctan — 


ä« - hcö" 


xy-a^bx''^cx''^ 


2l/aö 


jy. dx 


Ds — — = -^^ avctan — 
xVo, Van 


20+ hx" 


..y-a-rh.^ -<:.?'' 


2Va<» 


V. Ist die Gleichung: 






dx 


dz , 




^l/öa." + , 


=.- ^F- ''^■ 




zu iütegriereu, so setze man: 







36) 



37) 



und führe dann mit Rücksicht auf dieae Relation in die Gfl. 37 Variable 
und Konatauten ein, also: 



2nymäx _ 



- iibdy . 



Dividiert man die vorstehende Gleichung durch 2 und bildet schliesslich 
aus den beiden Differentialen links die Differentialsumme, indem man 
gleichzeitig dy von den Konstanten befreit, so ist: 



ist; 



I» ,, ■'" .— -Z)»-^-"!^", 41) 

Ti da: -rt äx 21/^ , „-, 

Ds — ; — — = Os — — = '—■ 42) 

VI. Ana den vorstehenden Formeln ergeben sich folgende in dem 
weiteren Verlauf dieser Abhandlung benutzte Integrale, welche Übrigens 

nach den im Abs. I— V dargestellten Methoden auch unmittelbar aus den 
betreffenden Differentialen abgeleitet werden können: 

Ds 



IS _ (fil 9) -^ log r^^^L^::^ nr 

/.yo + Sa, ^ 'V» "V. + H +Vo' 


43) 


" rn \e\ * ai-rt™ ''^ " + *' 


44) 
46) 


^y-^ + S« (Gl. 16) ^arctan ^ , 


■.y. + i,.. -"%y^ 2y;'°*'yw +y;' 
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-^ Tk^- - — nxnfant^ . 46) 

— « + 6«' icVu y» y<t 
^i/iTMiä x)/" »V« ''Vä +1/;' 

48) 



«y« + »«i + c 



49) 





. (Gl. 34) 


—^ arctan — 




1^ 


dx 


■ITi^s 


2ß + bx^ - 
2« + ÖK^ + 


2y^' 




dx 




— 2o4-6ä 


;ä 





Xts '*^ = ßs ^ = (Gl. 34) -^ arctan "Z. "^ , 50) 

51) 
52) 



Ds- ^i^ ^ T). -^f = f Ol. 40) - ^ 53) 



§. 34. 
Integration von. 



I. Ist die Gleichung: 

ya-\-hx"-irct^ y» 

zu integrieren, so geht man in ähnlicher Weise vor wie im §. 32 
Gl, 16—27 iHid man setzt demgemässr 

ji = 6 4- 2ca^ + 2]/cü); k = 2)?ca;''-^+ ^^"-, 2) 

p = 6 + 2c^"— S^crä; 9'=2jjca;"-i- ^, 3) 

KP = 5^ — 4flc = ö = — z/, 4") 

■ - , -■ - ,,_! — ^ = — 2|/cz/k. o) 

Multipliziert man das linksseitige Differential der Gl. 1 im Zähler und 
Nenner mit Rücksicht auf die Gl. 4, so ist: 
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i'ülirt man □uniuehr mit Kückaielit auf die Gl. 5 Variable und Kon- 
stauteD ein, so ergiebt sich: 

oder 

7!,' dX dCC fn/" 1 r>\ 

— =2ycnd!/. 8) 

Verfährt man mit dieser Gleichung in der bekannten Weise, so ist: 



2]/sn * <. 21/cn ^ ö + acS^-ai/cSi Va + bx^+cx^" 

II. Ist die Gleiehimg: 

, /-''~-~- r.-^'^ 10} 

zu integrieren, so ist die im Abs, I angewendete Methode unanwendbar, 
weil dann irp, wie in mehreren früher behandelten Fällen, einen un- 
reduzierbaren Wert annimmt. Man muss deshalb auch in diesem Falle 
ähnlich wie im §. 32 Gl, 28—32 vorgehen. Man schreibt zu diesem 
Zweck die vorstehende Gleichung folgendermassen (a ^h^ -^ iac): 

Multipliziert man die beiden letzten Glieder der vorstehenden Gleichung 
mit nYc, so ist: 



£= — Dsnyitl!f 12) 



I man dy von den Konstanten befreit, 

= Ds ,- ^"~'f ^ . 13) 

Es ist leicht ersichtlich, dass die Integrale in der Gl. 9 und 13 mit 
jenen in §. 32 Gl. 24, 32 im Wesentlichen übereinstimmen, wie denn 
auch die ersteren aus den letzteren durch die Substitution s = x" ge- 
funden werden können. Man kann deshalb die verschiedenen Zeichen- 
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kombinabionen der in dem §. 32 Gl. 25—27, 33, 34 ermittelten Integrale 
mit den erforderlichen Abänderungen auch auf unser Integral anwenden. 
III. Ist die Gleicbung: 

^ 'll _ ^ ^^^- = dy 14) 

zu integrieren, in welcher, im Gegensatz zu Gl. 1 p und r beliebige ganze 
positive Zahlen bedeuten, so setzt man: 

;i = & + 2ciK", 15) 

J.' = 2ncx"~'^ , 10) 

2K'm - !.m' ^n^x"-'; ^^ "„Z/" = nJ 17) 

und führt mit Rücksicht auf die Gl. 17 in die Gl. 14 Variable nnd 
Konstanten ein, also: 



Ein Blick auf die vorstehende Gleichung gentigt, um zu zeigen, dass 
sie die variablen Bestandteile in der zur Bildung der Differentinlsumme 
erforderlichen Form bereits enthält (s. unten Gl. 23 und 24). Um nun auch 
die beiden Differuntiale links mit den zu diesem Zweck notwendigen Kon- 
stanten auszustatten, multipliziert man zunächst die Gleichung mit dem 
Exponenten des Nenners des ersten Differentials, also: 

2( i) — r)X'd x {p — r)Xo>'d x __ (p — r)nJdy 



19) 



Durch diese Operation hat das zweite Differential links die zur Bildung 
der DiiFerentialsumme notwendige Form erlangt. Damit auch das erste 
Differential hierzu brauchbar werde, muss es die Form ■ annehmen. 

Zu diesem Zweck dient die Methode der ausgleichenden Hilfs- 
differeutiale oder der Teilung der Differentiale, von welcher 
schon in dem ersten Hefte diesei' Abhandlung (§. 17 Gl. 6, §. 18 Gl. 7 
u, 8 u. 8. f) öfter Gebrauch gemacht wurde. Bezeichnet man nämlich der 
Kürze wegen jene variablen und konstanten Bestandteile des umzugestal- 
tenden Differentials, welche durch die Veränderung nicht berührt werden, 
mit äs /im vorliegenden Falle — - — V das ausgleichende Hilfsdifferential 

dagegen mit ä^, so ist: 
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20) 



(2p^är) d! 



di _ '■"^Z" ^, äl) 

dg + '"'-'"-' iJ; _ ""■-'-''" . 22) 

Substituiert man nun den Wert für das erste Differential der Gl. 19 
aus der GJ. 22, so ist: 

J/dK ^_ {p — i-)lia'dx , (^p_j- S r) l' dx ip — r)nJdy „„, 

Bildet man nun aus den beiden ersten Differentialen die Differentialaumme, 
indem man — — extrahiert und befreit man sodann dp von den Konstauten, 



I ergiebt sieh folgende Integrationsformel (vgl. unten §. 43 Abs, I); 
2c <ßp- 

"ip-r)d —- 






IV. Ist die Gleichung: 

^-^^ ^ = '^"7^ = -^y 25) 

zu integrieren (vgl. §. 43 Abs. V und VII), so setzt man: 

2)8(0 — xto ^= 'ina -{- nix'^ \ x" ^ , , 26) 

folglich, wenn man diesen letzteren Wert in die Gl. 25 substituiert, so ist: 

Man multipliziert nun, um das zweite Differential mit den erforderlichen 
Konataaten auszustatten, ebenso wie sub III mit dem Bspouentcn des 
Nenners des ersten Differentials, also: 

in(p — r)dx _ (p — r)xc:ida: 'in(p—r)adx ^ (p - r)nbdy_ _ ^g. 

Um nun auch dem ersten Differential die zur Bildung der Differential- 
summe erforderlichen Konstanten zu verschaffen, wendet man wieder wie 
oben die Methode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale an, also: 
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ds + äi- -"-,. ■'- 


' "'-—A' 


äl '^"»-^"' 


l »•■ J 


d, +'■'"- '"•■■ 


-T)d^ ^nlp-,)dz 



30) 

31) 

Substituiert man für das erste Differential der Gl. 28 den Wert aus der 
Gl. 31, ao ist: 

__ _ j _ ____ _: = _ . ^^j 

Bildet man endlich aus den beiden ersten Differentialen durch Estraetion 
von — — die Differentialsumme und befreit sodann dy von den Kon- 



stanten so ergiebt eich; 



{p — r) m (Ja'1 , 3 « j> — 3 



(p - r)nb 



'^Ds^ 



= j)s '^^^ - 33) 

Setzt man in der vorstehenden Formel jj = 1, r ^^ 2, so ist: 



1'" Va + hx'+o^'- 

V. Aus den sub I — IV entwickelten Formeln ergeben sich folgende, 
im weiteren Verlauf dieser Abbandlung öfter benützte Integrale, die 
übrigens auch leicht unmittelbar aus den Differentialen abgeleitet werden 
können: 

. Ds -~ = (Gl. 13) ^ ar» CO. "z^S,, , 36) 
-D« -'',5 — (Gl. 24 and §.47 Abs.XIV)^:*;!^- 37) 

. ZJs^- — (Gl. 33, 34) = - Ä5 + 

+ I my^dx ~''-^Ds^- 33) 



I/o 


+ !.»■ + 


DI« 




aida; 




y- 


+ 6a' - , 


«• 




^dx 




^(0+6«- + « 


,,i 


Da--, 


x^äx 
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8. 35. 
Vermiscite irrationale Integrale, 

I. Ä.n die in den §. 31—34 gegebenen Entwicklungen möge sieh noch 
die Ableitung einiger Integrale anschlieasen, die teils von vornherein 
irrational sind, teils sich auf solche zurückführen lassen. 

Ist die Gleichung: 



- = (?!/ 



zu integrieren, so dividiert mau Zähler und Nenner mit «* und multi- 
pHziert dann die Gleichung auf beiden Seiten mit ^- und es ergiebfc sieh 



1) 



2-y^ 



dBOi 



Befreit mau dp von den Konstanten, so ist; 

—^ arctan --— = — _^ aretan 1/ — 

aß a Yal) f a 

II. Ist die Gleichung: 



,ta. 






l/i(o-l.l) V'S{''-f''>) 

ZU integrieren, so setze man; 

«-«-hli^/i, 



«9- 



Vi 



-2ß 



und führe dann mit Rücksicht auf die Gl. 8 Variable und Konstanten 
ein, also: 
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__7)s-,-^!^-5 



't ^i.-fVx) y»(«-(i|/i) ya,(„_pyi) 

Substituiert man die Werte der Differential summen aus den Gl. 10 und 11 
in die Gl. 9 und befreit dann dy von den Konstanten, so ist: 





12) 


Ebenso ist; 








III. Zur Integration der Gleicliung: 


13) 


Äai röa: da 


14) 


)/a;(o + 6a;') l/i(»' + |i>i") )/i„ ^ 


setze man (vgl. g. 15 Gl. 4-7): 




«-«= + l/2«/Jl/i+/S'«, 


IB) 


(,_«'- l/2«,S)/i + /!'!, 


16) 


«f-^' + ßV-a + M'-«, 


17) 


'-^ - 2)/2<./J 


18) 



und führe sodann in die Gl, 14 mit Rücksielit auf die Gl. 18 Variable 
und Konstanten ein, also: 

Nun ist aber zufolge §. 21 Gl. 24. 20: 

n.,^_n. V? _!>n. ä^i 



y^C.'- V2.(iy.+ f») V«;(,."-)/a«|!l/J + ß>ä;) 

_i,,„g; + Vyz,,Q5, 20) 



*) Dieses Integral ist im g. 21 nioht abgeleitet worden, es kann abei' sehr leicht 
mit der daselbst dargestellten Methode gefunden werden. 
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21) 

Substituiert man die DifEerentialsumaien aus den Gl, 20 und 21 in die 
Gl. 19, ao ergiebt sicli nach einigen Reductionen: 

S,,„gi + yM\j,s'-^ + m^-y^-2V2«ßds. 22) 

Substituiert man endlich den Wert für die eingeklammerten DifEerentiai- 
summen aus §. 12 Gl. 24 und befreit dann dy von den .Konstanten, 
so ist: 

-i- flog ^'±1^1%+!!-. + 2 arctao ^'/^^l ] =ßs--_- '-^-~ = 



\^ia + hm 



Setzt man in dem vorstehenden Integral -^ '=h und ersetzt mittelst der 
geeigneten Operationen k und (3 überall durch li, so erlangt dasselbe 
seine übliche Gestalt. 

IV. Zur Integration der Gleichung: 





Vxia — bx^) l/:c(G^ - (J^a:*) l/a^ra 


24) 


setze man 


^-^d'+ß'x, 


26) 




Q~.a'~ ß'r., 


26) 




«i,_««-(JV-ii-6l'-o), 


27) 




- + (, _ 2«> 


28) 



und es ergiebt sich, wenn man in die Gl. 24 Variable nnd Konstanten 
einfthrt (Gl. 28): 

Vi-, y«,^)/«:, '' ' 

Nun ist aber zafolge Gl. 12 und 3: 

Tis 4?- _ Bs _ **" _ i "o4™ -^-°' 31) 

uuci wenn man die vorstehenden Diiferentialsummen in die Gl. 29 
substituiert und damr dy von den Konstanten befreit, so ergiebt sieb; 
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^['°^i^l+^'"'-'s 



V. Bei der Integration von; 



V5(« 


äx 


ß'x=) 


V^(« 


d 


.c 



33) 
33) 



= -^ = (ly 34) 

ist zu unterscheiden, ob &^ = 4ffic ist. 

Ist 6^ > 4ßc, folglieli l/^ eine reelle Grösse, so benutzt man die- 
selben AbkörzuMgen wie im §. 10 Gl. 1—8 und ea ergiebt sicli, wenn 
man mit Rücksiebt auf §. 10 Gl. 7 Variable und Konstanten einführt; 
dx da> _ Yädy g- 

oder, wenn man fi -j" V^ = -^j ^ — YS = A' setzt und dann die Inte- 
gration naeb Abs. I vornimmt: 

ayäc r 1 , -i/ä^ i , lA^I ti ^'^ Qßi 

- — - ^^ arctan 1/ — p r arctaii [/ — — = JJs^ ab) 

Ys yyA ' ^ -^ y Aj y^{a + hx+ ox') 

Ist dagegen h^ == iac, also Yd = 0, so kann die Gl. 34 (vgl. §. 10 
Gl. Ö, 6, 18, 19)j auch so geschrieben werden: 

Ist endlieh (»^ < 4ac, also "j/d imaginär, so schreibt man die Gl. 34, 
indem man die im §. 13 Gl. 19 — 25 enthaltenen Abkürzungen benützt, 
folgendermassen: 

■Os^^ -ä-»" ,,-f , - T.- 

_(8.13G1.32) J=logJ^!±i^-±''i? + -i^,r»taii'^i^=^. 38) 

VI. Zur Integration der Gleichung: 

?.,_.___ 4^ _,,^ 39) 

ya:(a-Si + ci-) yi» 

sind ganz äliuliehe Metlioden wie sub V anzuwenden. 
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Ist nämlich h^ > iac, so verwandelt sieh die Toratehende Gleichung 
mit Rücksicht auf §. 10 GL 21 — 29 iu folgenden Auadruck: 

dx dcc V^äy 40") 

yx{b~ys - 2ex) Yw{b+ys — ^cx) '^^ 

und wenn man wieder J, == & + Y^ i ^' == & — "[/^ gleich setzt und 
dann nach Aha. II integriert, so erhält man das Integral: 

ys Li/T* ^YJ'~y^cx yA ^yi-yacsJ yx{a-hK-\-ex^) 

Ist dagegen h^ == 4«c, folglich Yö = 0, so ergiebi sich nach ganz 
ähnliehen Rechnungen wie sub V: 

4,cyx , 2e -n dx r\ ^^ in\ 

b{h—'icW) h Vw(B-3ca!) yxia — hx-ycx'') 

Ist endlich ö^ < 4(jc, also "[/5 imaginär, ao ergiebt sieh, wenn mau die 
im §. 13 Abs. V enthaltenen Abkürzungen und die dort abgeleitete 
Gleichung 38 benützt: 

1 , ya-\-y7k-{-ycx , 1 , Ycx — yTi r, dx (.,-, 

aVu-* ^ya — y«m+ycse ycU yxw ya(a— 6x + cw=) 

VII. Ist die Gleichung: 

— ■ , = -t^ -= dy 44) 

lf + gx)ya + bx {f+gx)yf, 

zu integrieren, so setze man: 

p=f + gx: ^--~~^-, 45) 

A = ag — bf, 4G) 

nnd es verwandelt sich die Gl, 44, wenn man den Wert von x aus der 

Gl, 45 in Ym substituiert, iu die Relation 

^P =.l^ = y-gdy; [Si.^am]. 47) 

i^yA + bp pya, ' y ■" L ■■ -^ 

Ist ag > hf, also A positiv, so integriert man nach §. 33 Gl. 43 und es 
ergiebt sich; 



Vg oi — ]/a g-6/ _ 



..Ds " ^ 48) 



Vgiag -bf) '^Vg^ + ya.g-bf (f+gx:)ya + bx 

Ist ag = bf, also Ä^O, ao verwandelt sieh die Gl. 47 iu: 

4^-1/5äS 49) 

oder 

_ ! _ j)s "" . 60) 
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Ist endlich ag < hf, so ist, weil in dieser Sührift A, B, C u. s. w. überall 
als positive Grössen vorausgesetzt werden: 

ag~hf= — A;hf—ag = A 51) 

und es verwandelt sich deiugemäss die Gl. 47 in die Relation; 

PY ■— A + hp 
oder wonu man nach §. 33 Gl. 44 integriert; 



VITI. Ist die Gleichung; 

dx (Ja: 



- äy 64) 



zu integrieren, so setze man; 

p = fArgx; *=^^, 55) 

X == (K/^ + 6f ; B = -21}f; C-=h 5G) 

und es verwandelt sich die Gl. 54, wenn man in )/« den Wert von x 
aus der G). 55 substituiert, in folgenden Ausdruck: 

_ dp _J^_^ |-ü = ^s„], 57) 

Integriert man nun nach §. 33 Gl. 26, so ergiebt sich nach einigen Re- 
duktionen das Integral: 



ag- bfw ~ Yiag-' + bf^)a> j, rf£ 



, __..„ „. 58) 

2yag'^bp "ag-btE + Viaff' + bf')-^ ^f+ gg,)y„ + l^^ 

Da in dieser Schrift Überall vorausgesetzt wird, dass a, h, c, f, g positive 
Grössen sind, so ist in diesem Falle "[/j. immer reell \nid es genügt 
deshalb dieses Integral. 

IX. Ist die Gleieliung: 

dx dx -, " cs\ 

zu iotegrieren, so setze man 

a-\-hx=ii; X = ^ " , 60) 

A—a'g + b'f; B — 2ag-, C — g, Ol) 



K— syÄC+B—2y(a's + ('f)g + 2ai (vgl. §. 13 Gl. 20, 21), 62) 
i — 2yAC- B — 2y{a'g + Vf)g - 2ag 63) 
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uud es Ycrwandelfc sich die Gl. 59, wenn man den Wert von x aus der 
61. 60 in den Ausdruck f -\- gx^ substituiert, in folgende Relation: 

_ ^_^_ —^J^^H. ia = hH3-\. 64) 

Dieses Differential kann nach Abs. VI leicht integriert werden und zwar 
ist, da im vorliegenden Fall immer S^ < iAO ist, die Integrationsfonnel 
der Gl. 43 zu benützen. Es ergiebt sich dann: 

21/Jä" ^ va — Yk§'\-Ygp Väl yLj) 



X. Ist die Gleichung: 
so setze man, wenn ö/"> ag ist: 



,-f{t,f~üg), 




67) 


^-fVi + xVi; 


'■■if.+ ^'' 


68) 


Q-fVä-xYi; 


^-ih^y^- 


69) 


'■S-af(f+,jx')~. 


-afp, 


70) 


V "^'; V» 


{%Q — -hq) = 2afYT. 


71) 



Multipliziert man nun das linksseitige Diiferential der Gl. 66 im Zähler 
und Nenner in Gemässheit der Gl. 70, so ist: 

^M^^äy 72) 

und wenn man dann mit Bücksieht auf die Gl. 71 Variable und Kon- 
stauten einführt: 

afpV^{.-e - .p')fa _ 2afyrdy 73) 

oder 

•!^^'-^-2y;d,j. 74) 

Verfährt man nun mit dieser Gleichung in der bekannten Weise, so ist: 
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2V. °! sVfiif-ai) "fyr+W'-SVnbf-a,) 

15) 



(f + l,x-)Ya + bx- 

Ist hf <ag, so wird die vorstehende Gleichuug imaginär und man 
sclireibt deshalb die Gl. 66, um das Kreishogenintegral zu gewinnen: 

Nun ist aber: 

»/■(/■ +<;»:')- f ■«> + ra' - Po [l + ^] 77) 

und wenn man diesen Wert in die Gl. 76 substituiert; 

. )/.%. 78) 



Vi'«'' 



fl'« 

Da endlich — ^ ^ f7'_ ist, so kann man die vorstehende Gleichung auch 
so schreiben: 



oder 



nrrt,n.^^^<^^-'-^> P- ^ 



80) 



Ist endlich hf^^ag, folglieh g = —^ so nimmt die Gl. 66, wenn 

man in derselben für g diesen Wert substituiert, folgende Gestalt an: 

Ti adx X -f- dx „,, 

Bs : = , ^:=r = VS — — , =■ 81) 

XI. Ist die Gleichung: 

,- " ^^ - d, 82) 

äu integrieren, so setzt man: 

^ — «S' — l'fy + cf; B = tg—2cf; C—c 84) 
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und es verwandelt eich die Gl. 82, weno man den Wert von x aus der 
Gl. 83 in l/oj (G]. 82) substituiert, in folgBnden Ausdruck: 

j£.=.A,. r.o_.2..,i. 85) 

Ist ag^ + cP> M9i folglich A positiv, so integriert man das vor- 
stehende Differential nach §. 33 Gl. 25 und es ergiebt sich das Integral: 

1 . ^ 3 .A + Bfj — 2]/Z^ ^ 1 2ag -bf+Bx — a/Z^ _ 



Ist mf -\- cf = hfg , also J. = 0, so nimmt die Gl. 85 folgende Ge- 
stalt an: 

- '-^.l -% = dy 87) 

und es ergiebt sich, wenn man nach §. 33 Gl. 53 integriert: 

Ist endlich ag^ -\- cf^ < &(//', so ist, da A immer als eine positive Grösse 
vorausgesetzt wird: 

äff - %/■+ cf = - ^; bgf-ag^^ cp = A 89) 

und es nimmt die Gl. 85 demgemäss folgende Gestalt an: 

— - ^^ ^^ = dy. 90) 

Integriert man mm die vorstehende Gleichung nach §. 33 Gl. 50, so er- 
giebt sich folgendes Integral: 



1. iirctau— ^^^£=^ _ _ 

V-i iVaü Va"""'" iVAi, 



{f+,j^)Ya + bx+,. 



91) 



Xil. Ich habe bei den vorstehenden Integrationen (Abs. I — XI) mit 
wenigen Ausnahmen vorausgesetzt, dass die Zeichen der in den Differen- 
tialen erscheinenden Binome und Trinome durchgreifend positiv sind. 
Die hier entwickelten Methoden machen es jedoch leicht, auch alle 
Zeichenkombinationen jener Differentiale der Integration zu unterziehen, 
da die Ausdrücke, auf welche diese letzteren zurückgeführt werden 
können, im §. 33 in allen ihren Zeiehenkombinationen integriert worden 
sind. Auch die Zeichenkombinationen der oben in den Abs. V und VI 
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gefußdeiien Integrale, welche zur Integration der im Abs. IX vor- 
kommeoderi Differentiale notwendig sind, können durch die daseibat 
(Abs. V und VI) entwickelten Methoden in Verbindung mit §. 10—12 
dieser Abhandlung ohne Schwierigkeit gefunden werden. 

Ebenso ist leicht ersichtlich, dass die oben entwickelten Methoden 
es ermbglichenj auch aa.hlreiche andere Differentiale mit höheren Potenzen 
von X z, ß. 



der Integration zu unterziehen. Die Darlegung dieser ziemlich weit- 
läufigen Rechnungen würde jedoch an diesem Ort zu weit führen. 
XTII. Zur Integration der Gleichung: 



a-Yhsvax p pYi—Bm^x pfb'- 



92) 



setze man A =^b^ — a^, B ^ 2a, C = 1 und es ergiebt sich zufolge der 
Integrationaformel in §. 33 Gl. 27 nach einigen Reduktionen {Sl = i^ cos x^): 



dp __ dp_ _ 1 1 2A + Bp — 2]/Ail 



pY'Ä+Bp^Op' pYsi ^YA 



i'°^ 




Die vorstehende Formel wird für fc < a imaginär und es ist d 
die Integration durch Kreisbögen erforderlich. Zu diesem Zweck setze 
man, da Ä nach der allgemeinen in dieser Schrift gemachten Voraus- 
setzving immer eine positive Zahl ist: 

h^ — a^ ==. — A; fiä — J,^ = ^ 94) 

und es ergiebt sieh statt der Gl. 93 folgender Ausdruck (§. 33 Gl. 36): 



"fV- 


A+B, 


- Ce' p 


VS. 


ya 


2j/^a 










^ V'ii~ 


-V 


""""itIf^ 


"coaS 


-Ds- 


dx 
+ S,in 


J.96) 


Ist 


oiitUicli 


im Dilferential 


in 


der Gl. 92 o -= 


h, so 


ist = 


-1 + 


sin x): 






) • (1 + 


-^ 


iBini 


}Dt 




^' 






.)l/l-.u>« 








_ (§. 33 Gl. 


42) 


eos« 


~Ds 


dx 




96) 




o(l + .mä) 


» + *.i 




Is ist leicht ersi 


iehtiieli, dasa i 


man 


nach den soeben entwickelten Methoden 
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nicht mir alle Zeielienkombiiüitioneii des Differontialö -, r^^—- — , son- 

+ a±i ainx' 

dem auch die Differentiale ■, - , ' , -; 1— ^-7 — 11. s. w. leicht inte- 

gi'ieren kann, 

§- 36. 

Integration von £c"'(a + hx")''. 

Ich werde im Änschlass an die bisherigen Darstellungen der 
lutegralvechnung zuerst die Integrale des sg. binomischen Differentials 

x"'{a + hx^ydx, in welchem m, n, p, r ganze positive Zahlen bedeuten, 
vermittelst der neuen Methoden ableiten, und dann dieselben auch rüek- 

siehtlich der verschiedenen Kombinationen desselben (/. B. -, 

■ u. e. w.) auf dem nämlichen Wege ermitteln. Zwar kann mau 

diese letzteren Integrale auch mittelbar in der Weise finden, dass man in 
dem binomischen Differential und in den entsprechenden Integralen m durch 
— m, p dnrch — p ersetzt; allein es ist gewiss ein wissenschaftliches 
Bedürfnis, dass alle diese praktisch so bedeutsamen Integrale einmal auf 
streng methodischem Wege aus den Differentialen selbst abgeleitet werden, 
damit man über die Notwendigkeit ihrer einzelnen Bestandteile eine 
klare Anschauung gewinnen kann. Auch gewährt die Ableitung der wich- 
tigsten binomischen und trinomischen Integrale einen Einblick in das 
Wesen der neuen Methoden, wie er sonst schwerlich zu erreichen ist. 
Überdies werden diese Ableitungen demjenigen, welcher sich mit dem 
neuen Integrationssystem vertraut machen will, bei der Auffindung der 
einzelnen Integrale als Muster gute Dienste leisten. 
L Zur Integration der GieicUung: 

x"'(a 4" hx''ydx = x^afdx = dy 1) 

kann man zunächst die Methode der Hilfsdifferentiale und zwar in einer 
doppelten Weise gebrauchen. Man kann nämlich das zu integrierende 
Differential entweder als die erste Funktion der Differentialsumme be- 
trachten, sie durch Multiplikation der Gleichung mit den erforderlichen 
Koeffizienten ausstatten und dann die zweite Funktion der Differeutial- 
summe als Hilfsdifferential hinzufügen. Oder man kann umgekehrt das 
Differential als die zweite Punktion der Differentialsumme behandeln und 
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die erste durch Hinzufüguag eines Hilfsdiffereatials beschaffen. Ich will 
zunächst die erste Methode anwenden (vgl. Abs. II). 

Zu diesem Zweck muss man zuvörderst die Gl. 1 mit m -{- 1 multi- 
plizieren, also: 

(m + l)a:"'o}'' dx = (m + 'i-)dy- 2l 

Damit ist, wie sich sofort (Gh 5 u. 6) ergeben wird, t!ie erste Funktion 

der Differentialsumme gebildet; um auch die zweite herzustellen, führe 
man Hiif'sdifferentiale ein, nämlich 

(m-i-l)x'"tx}'^ dx-\-- ■_ — ; = (m-{-l)dy. 3) 

Nun ist aber: 

folglich auch: 

(w+l)a?™ü3'^(Ja: + -- — —^. j- 'X™-"« dx = {m-i-l)(hj. o) 

Bildet man schliesslich aus den beiden ersten Differentialen der vor- 
stehenden Gleichung die Differentialsumme und befreit dann dy von den 
Konstanten, so ist: 

1 Ti ™j.i ~\'lni+l)d3: , pcn'dxl hnp -r, ,„,„ ;:~'- ^ 

, Bsx^'+^G}' [ ^ ^ ■— — h ^—r—]-^ T ^]y-.^^ ^ ~^ <^ dx = 

-■= ÖS x'"'(a + hx"fdx. 6) 

II. Behandelt man das ku integrierende Differential als die zweite 

Funktion der Differentialsumme, so muss man die Gl. 1 mit — ~~ 

multiplizieren und dann als erste Funktion der Differentialsumme das 

Hilfsdifferential (m — n -\- l)a:"'~"ßi'' dx hinzufügen, also: 

(h( — JZ + l)a;"'~"o'^ dx-\ ^-^-^E^-^ ^ (m — ji + l)a;"'-"ca'^ dx 

^ nb{p -I- r)dy ^. 

Bildet man auch hier aus den beiden -ersten Differentialen links mit Be- 
rücksichtigung der Relation: 

^m—n + i-f^' == nhx'" 7*) 

die Differentialsumme und befreit dann dy von den Konstanten, so ist: 



tp + ,•)«& 



jg-^-.+i^.-^-| ^'"-"-r^> ^^ 






Dsx"'~'^C3'' dx = Dsx"^{a -f- hx/fd^. 
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III. Die Gl. 1 kann ferner auch dadurch integriert werden, dass man 
in dieselbe mit Rücksicht auf die Relation: 

cj — öa;" ^ a 9) 

Variable und Konstanten einführt. Es ist dann; 

x"'ü)'' dx — hx"^'^"«}'' d% = aäy . 10) 

Die Variablen haben in dieser Gleichung, wie sich sofort ergeben 
wird, die zur Bildung der Differentialsumme erforderliche Form. Um 
nun auch den beiden Differentialen links die zu diesem Zweck erforder- 
lichen Konstanten zu verschaffen, kann man die Gleichung 10 entweder 
mit den für daa erste DifEerential notwendigen Koeffizienten multiplizieren 
und dann das zweite Differential durch die Methode der ausgleichenden 
Hilfsdifferentiale mit den zur Bildung der Differentialsumme erforder- 
lichen Konstanten ausstatten oder iinigekehrt. Wählt man zunächst 
(vgh Abs. IV) den ersten Weg, so niuss man die Gl. 10 mit in-\- 1 multi- 
plizieren, also: 

(m + l)x'"<a^ dx — (m + Vjhx'^+'^af-dx = {m + l)ady. 11) 
Dadurch hat das erste Differential die zur Bildung der Differentialsumme 
erforderliche Form erlangt. Um nun auch das zweite Differential der 
Gl. 11 mit den zu diesem Zweck notwendigen Koeftizienten auszustatten, 
muss es in den Ausdruck: 

{p-\-r)nhx'" + ''ei'' dx ^ ,qj ^> jp + r)x'"'^^(o'- a' dx ^^. 

umgestaltet werden, was durch ein ausgleichendes Hilfsdifferential leicht 
ermöglicht werden kann. Benutzt man dieselben Abkürzungen wie im 
§. 34 Abs. III und IV, so ist: 

^^ +J')"'^^ ^dl (m + l)ds; [ds = ix"'+''ix,~dx], 13) 

^1 ^ _ (mr + np + nT + r)di: ^^ 

ip+^ __ (,,^r + np + nr + r)d, _ _ ^^^^ _^ ^^^^^ ^.^ 

Substituiert man den Wert von — {m-\- Vjdz aus der Gl. 15 in die 
Gl 11, so ist; 



_ {mr±np±nr±Tyb 



x"<'+'" CO'' dx = {ni-\- \)ady 16) 
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oder mit Kiiekaieht auf die Gl. 12: 

_ i" + V + " + ')K x'-+-Jäx = (_m + l)adp. 17) 

Bildet man endlich aus den beiden ersten Differentialen die Differential- 
summe und befreit dann dy von den Konstanten, so ist: 

1 n, ^».+ 1 J + ift^+l)^ . (P±_rJ^^-\ _ 

_ (,„r + np + nr + r)b j^^^+.J^^ _ j)^ ^™^„ ^ ix"fdx. 18) 
{ni-\-l)ar \ 1 / > 

IV. Wählt man den zweiten Weg (s. oben Abs, III) und will man 
zunächst das zweite Differential der Gl. 10 mit den zur Bildung der 
Differential summe notwendigen Konstanten ausstatten, so multipliziert 



man die Gl. 10 mit - 



p + r) 



,- f 5- f ' ) 

Das zweite Differential hat nunmehr die zur Bildung der Differential- 
summe erforderliche Form, Dagegen muss das erste Differential, wie 
schon aus den Gl. 11, 16, 17 ersichtlich ist, durch ein ausgleichendes 

Hilfsdifferential auf die Form {m -\- l')x™so'' dx gebracht werden. Zu 
diesem Zweck setzt man ähnlich wie im Abs. III: 



(.»+ i)di + di-- 


'"" + "'"; [dl x-^'*'dx], 


20) 


dl-~ 


(mrH-«ß + wj- + f)d2 


21) 


r ' 


(.»+ 1)1/2 — 


(„ + ,p + „ + ,)J, n(s + i',dz 


22) 


Substituiet-t man den Wert 


TOn - "'" + '''''' ans der Gl. 22 i 


LU die 


Gl. 19, BO ist: 






(«,+ \)x'J*'dx + ^' + '^"" 


,"+'Jdx ,.,■ + „, + „. + ,. ^_J+. 


'äx = 






(J ■+ r)anä,j 





Bildet man nunmehr die Differentialsumme (s. Gl. 4 u. 12) und befreit 
man dann dy von den Konstanten, so ist: 
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+ *"'' tT'^ri""' ^ ^^ x'^J^^äx = Ds x^'ia + hx'fdx. 34) 

V, Die Integration des binomisciieii Di£Eereiitials kann auch dadurch 
bewirkt werden, dass man das zu integrierende Differential selbst ais 
Hilfadifferential benutzt. Man multipliziert zu diesem Zweck die Gl. 1 
(vgl. Abs. I) mit m -{- 1, also: 

(w + l)x-'(a~äx = (m + l)äy 25) 

und führt sodanu mit Bücksicht auf die Relation: 



das ursprüngliche Differential in die Gleichung nochmals als Hilfsdiffe- 
rentia! ein: 

(,»+i>-ifte+^'^^-(..+i)t;!, + gJi^=S:!: '' + "f + "'"' ■ 27) 

Substituiert man nunmehr in dem zweiten Differential liuks an die Stelle 
von oj*" den Ausdruck {a + &«") ra'" , so ist; 

(,,. + l)x-J^» + ^<^ "'"^,'"'"'''" + °"'"'"f" ^.= ""''+7+''""' . 28) 

Bildet man endlich aus den beiden ersten Differentialen die Differential- 
summe und befreit dann äy von den Konstanten, so ergiebt sich folgende 
Integrationsformel (s. Gl. 4): 



L f-K ' i'rn J ' mr-\-mn-\-r 



= Dsx'"{a + Ix^fdx. 39) 

VI. Die Integration des binomischen Integrals kann endlich auch 

auf dieselbe Weise wie im Abs. V, jedoch mit Benutzung einer anderen 

Substitution als in den Gl. 27 und 28 bewirkt werden. Man substituiert 

zu diesem Zweck den Wert von 

x---^~-S' 30) 

in die Gl. 1, worauf diese folgende Gestalt annimmt: 

Ä*"""»'' dx — ax"'~''(x)''dx = häy. 31) 



y Google 



Multipliziert man nun, um aus dem ersten Differential links die erste 
Punktion der Differentialsumme zu maclien, die Gleichung mit m ~ n-\-l 
(a. Abs. II), so ist: 

(m — n'\-l)x'^-''af'^''dx — a(m — n + l)x'"-''ia'^dx=^{m — n-\-l)hdy. 32) 
Das erste Differential links hat nunmehr die zur Bildung der Diffe- 
rentialsumme erforderliche Form, dagegen ist das zweite Differential 
wegen des Exponenten in x'^~'' zu diesem Zweck untauglich. Man führt 
deshalh auch in diesem Fall (vgl. Abs. V) das zu integrierende Diffe- 
rential als Hilfsdifferential mit Rücksicht auf die Relation: 



(p + t)nbx' 



_ {p + r)nl(ly 



33) 



ein, so dass die Gl. 32 folgende Gestalt annimmt: 



(»-«+1)»- 



{p-\-r)'nbx"^ia'' äx 



.(„_„ + l)Sd, + <Jl+I?^ 



■<i(m — M + l)3:"— 



34) 

Bildet man nunmehr die Differentialsumme und befreit dy von den Kon- 
, so ist (a. oben Gl. 7»): 



{mr -\- np -\- r)l 



l)a- 



La; ' ro, J 

Schliesslich mag noch bemerkt werden, dass die in den Abs. I — VI ent- 
wickelten Integrale, wenn man r=l setzt, ihre in den Lehrbüchern und 
Integraltafeln übliche Form erlangen. Die hier entwickelten Integrations- 
formeln sind übrigens für den praktischen Gebrauch bequemer, weil sie 
die Reclmung mit lauter ganzen Zahlen gestatten. 

Gedächtnistafeh 

Abs. 1 und 11. Das zu integrierende binomische Differential wird sub I 
als erste, sub II als zweite Punktion der Differential summe behandelt 
und die noch fehlende Funktion durch Hinzufügung von Hilfsdifferentialeu 
herbeigeschafft. 

Abs. III und IV, In beiden Fällen werden Variable und Konstanten 
eingeführt und dann aub III das erste, sub IV das zweite Diff'erential 
durch Multiplikation der Gleichung mit dem erforderlichen Koei'ficienten 
ausgestattet, während dem anderen Differential die notwendigen Eon- 
stanten durch ausgleichende Hilfsdifferentiale verschafft werden. 
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Abs. V und VI. In beiden Fällen wivd das zu integrierende Diffe,- 
rential durch eine Substitution umgestaltet und dann dasselbe als Hilfs- 
differential wieder eingeführt. 

§.37. 
Integration von ■ 

I. Zur Integration der Gleichung: 

v^dx x'"äx ^ 1 V 
1 Y ^ ^^ ■* 

(a + bx'^y 
ist, wenn man eine Integrationsformel erhalten will, durch welche die 
Esponenten von x und ra gleichzeitig reduziert werden, die im §, 36 
Abs. II dargestellte Integrationsmethode anzuwenden. Man multipliziert 

-b(p — r) 



1 Zweck die Gl. 1 mit ; , also: 

■nh{p — i-)x"'dx __ _ n'b {p — r)dij 



2) 



Der negative Wert der eingeführten Konatauten (vgl. §. 36 Abs. II) 
rechtfertigt sich dadurch, dass das zu integrierende Differential als zweite 

Funktion der Differentialaumme behandelt wird, folgHch dem Ausdruck w'' 
entspricht, der sich hier aber im Nenner befindet. 
Führt man nun mit Rücksicht auf die Relation 

^nj-n-j-i . ßj' ,^ ^m— «+i , nix"—^ = nhx'" 3) 

Hilfsdifferentiale ein (vgl. §. 36 Gl. 7), so ist: 
{m — n -i-l )a:™~"dx (p — r)nbx"'dx {m— n-\-l)x"'~'' dx ^ (p — r)nbdy ^ ., 

Bildet man endlich die Differeutialsumme und befreit dy von den Kon- 
stanten, so ergieht sich: 



i^ + bx«)'- 
II. Eine Integrationsformel, durch welche nur der Exponent von X 
reduziert wird, während jener von od unberührt bleibt, erlangt man, wenn 
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pian nach §. 36 A"b9. VI vorgeht. Substituiert mau nämlich in die Gl. 1 
den Wert von x" mit Rücksicht auf die Relation: 



so ergiebt sich; 



- = häp. 



Multipliziert man nunmehr, um aus dem ersten Diiferential die erste 
Punktion der Differential summe bilden zu können, die vorstehende Gleichung 
mit m — n + 1 und führt dann das ursprüngliche Differential mit Rück- 
sicht auf die Relation; 

(p — r)nbQ;"'dx _ (p — r)nb dy „, 



wieder als Hilfsdifferential ein. 



^{m-n-\-l)hdp- 



_ (p — r)nbdy _____ (mr — np_+_r)bj 



Bildet man schliesslich die Differentialsnmme und befreit dy von 
Konstanten, so ist (s. Gl. 3): 



(mr — np -\-r)b 






(«-.H-l)<. 



_^^^5.^» 10) 



{mr — np + r)b 

III. Soll endlich eine Integrationsformel gefunden werden, durch 
welche der Exponent von x unberührt bleibt, während jener von m redu- 
ziert wird, so muss man nach §. 36 Abs. IV vorgehen. Man führt also 
zunächst in die Gl. 1 Variable und Konstanten ein, also: 

!);'"das bai'"'^''dx , ,,, 

— — = aäy 11) 



und multipliaiert die vorstehende Gleichung, um aus dem zweiten Diffe- 
rential links die zweite Funktion der Differentialsumme au bilden, mit 
— ^-^ — -, welcher Koeffizient hier nicht negativ genommen zu werden 
braucht, weil das zweite Differential ohnedies schon negativ ist. Es ist also: 
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12) 



Um nunmehr auch dem ersten Differential die zur Bildung der Difle- 
rentialsumme erforderliclien Konstauten zu verleihen, wendet man die 
Methode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale an (vgl, §. 34 Abs. III, IV, 
§. 36 Abs. III u. IV) und setzt demgemäas: 

,. _ (mr — np + nr+r)dü 



- tip -\-nr + r)d^ ^_ n{p — r)dg 



14) 
15) 



Substituiert man für das erste Differential der Gl. 12 den Wert aus der 
Gl. 15, so ist: 

Bildet man schliesslich mit ßücksieht auf die Relation; 

^™+i, ^- = ^m+i. . ^i^n-i ^ w6a;'"+'' 17) 

die Differentialsumme und befreit äy von den Konstanten, so ergiebt sich 
folgende Integratiousformel: 



ip — r)a- 



Ds- 



- ^ r-np + nr + r _o, ^!:i!£ = D, ^^II^^ . 18, 
(p - r)an P_^ P ' 

{a + 6^")'- 



Integration von ■ 

.-(» + i«")' 
I. Ist die Gleichung: 

"^ -, ^ — <!S 1) 

ZU integrieren, so wird eine Integrationsformel, iu welcher der Esponeut 
von X reduziert, jener von to unberührt erscheint, durch Anwendung 
der im §. 36 Abs. III dargestellten Methoden gewonnen. Man führt also 
zunächst in die Gl. 1 Variable und Konstanten ein, also: 
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Nunmehr multipliziert man die Gleichung, um das erste Differential mit 
dem erforderlichen Koeffizienten auszustatten, mit — (m — 1), welcher 
Ausdruck hier negativ genommen wird, weil sich x™ im Nenner befindet 
(s. §. 37 Gl. 2). Es ist dann: 

_ («^_^^_. ^ (,.-i)5."- l^. _ _ ^^^^ _ ^j^^^_ 3j 

Wendet man, um jetzt auch das zweite Differential mit den nötigen Kon- 
stanten auszustatten, die Methode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale au 
(s. §. 34 Ahs. III, IV, §. 36 Abs. III), so ist: 

_ (p-^ ^ ^^^ _ ^^^ _ ^^^^. p^ _ ^^^1 , 4) 



■-ll^ = (m — l)ä^. 6) 

Substituiert man für das zweite Differential der Gl. 3 den Wert aus der 
Gl. 6, so ist: 



= -{m-V)ady. 7) 

Bildet man endlich aus den beiden ersten Differentialen links die Diffe- 
rentialsumme und befreit dy von den Konstanten, so ergiebt sich folgende 
Integrationsformel : 






{mr -{-np — nr — f)b 



II. Um für die Gl, 1 eine Integrationsformel zu ermitteln, in welcher 
der Exponent von x unberührt, jener von cj reduziert erscheint, wendet 
man die im §. 36 Abs. IV dargestellte Methode an. Man führt daher, 
ebenso wie oben in der Gl. 2, Variable und Konstanten ein und multi- 
pliziert die Gl. 2, um das zweite Differential links mit den erforderlichen 



Koeffizienten auszustatten, mit 



n{p— r) 
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n{p — r)dx ip — r)nbif~'-dx (p — i')andy 



9) 



Um nun auch dem ersten Differential die zur Bildung der Differential- 
aumme erforderliclieii Konstanten zu verschaffen, wendet mau wieder die 
Methode der ausgleichenden HilfsdifFerentiale (§. 34 Abs. III, IV, §. 3ö 
Abs. III) an und setzt demgemäss: 

- (m - l)dä + di = "^^~''''^' ; r<i0 = -^- 1 , 10) 

^j^_ <P'r + np^nr-r)d, ^ 11) 

^(_,n-l)d.+ '-'"' + ''^~'''-''^^' = ''^^-/^^' - 12) 

Substituiert man den Wert für das erste Differential der Gl. 9 aus der 
Gl. 12, so ist: 

_ ('»— 1)'^' « _ {p — r)a'dx , (mr + np — nr-r)d(c ^ {p —r)andy j^. 

Bildet man endlich die Differentialsumme und befreit dy von den Kon- 



U) 



x-U + Sx-)' 



I. Zur Integration der Gleichung; 



'ä,j 1) 



erhält man eine Integrationsformel, in welcher sowohl der Exponent 
von X als auch jener vou ca reduziert erscheint, wenn man nach §. 36 
Abs. I verfährt. Man erhalt die eine Funktion der Differential summe, 
indem mau die Gl. 1, weil auch hier x™ im Nenner ist, mit — (m — 1) 
multipliziert, also: 



y Google 



— 108 
(.i. -l)»'tfa 



- (.. - V)dy. 



Man fügt nunmelir die andere Puaktion der Differential summe als Hilfs- 
differential hinzu: 

!,„■■ V fa _ (. - l)-- i« _ ?,"_lJ?^ --(.,- 1) Jj, . 3) 

Verfährt man nunmehr in der bekannten Weise, so ist 



11. Um eine Integrationsformel zu erhalten, in welcher der Exponent 
von X reduziert, jeuer von ta unberührt erscheint, gehe man nach §. 36 
Abs. III vor und führe zunächst in die Gl. 1 Variable und Konstanten 
ein, also: 

hx''~^ia''dx , lo'' dx , -■, 

— ^_i — h —^ — = <^ih ■ ») 

Um aus dena zweiten Differential links die eine Funktion der Diffe- 
rentialsumme zu bilden, multipliziert man die vorstehende Gleichung mit 
— («! — 1), also: 

{•m — V\bx''~^oi^'dx {in—l)o>'' dx f is i a\ 
„-1 " — m~'~' ■ "^ ~ v" ~ 1)«« «/. O) 

Um nun auch das erste Differential mit dem erforderlichen Koeffizienten 
zu versehen, benutzt man die Methode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale 
(§. 34 Abs. IH, IV, §. 36 Abs. III) und setzt demg. 



ip +')"". ^.Jt ( 


'm — l)dz; 


[.. 


.5 = ! 


mr — np — m 


■-r)d^ 


(p + r)nd, ( 


""• — 'U' — w 


■ — r)de 



{m — l)ds. 9) 

Substituiert man nunmehr den Wert des ersten Differentials der Gl. 6 
aus der Gl. 9, so ergiebt sieh: 



y Google 



— 109 — 

{p -\- r)nh3f~^ ta'' da: {m — l}w'' dx , {mr — np — nr — r) bot'' die 

--('»-!)«<'!/■ 10) 

Verfaiirt man nun in der bekannten Weise, so ist: 



_ {mr~ np — nr~r)b ^^ «>'' dx ^ ^^ (a + 'iä^)J1£(c j-j, 

(m — l)(u- a!"""" x'" 

in. Um endlich eine Integrationsformel zu erhalten, in welcher der 
Exponent von x unberührt bleibt, jener von a reduziert wird, gebraucht 
man die im §. 36 Abs. V entwickelte Methode. Man multipliziert zu 
diesem Zweck die Gl. 1 mit — (in — 1); 



12) 

und führt dann das ursprüngliche Differential wieder als HiJfsdifferential 
ein, also: 

npa)''dK (_m—l)b>''dx ^ . ^.. . npdy ^ (mr — np — r)dy ^ ^g-. 

Substituiert man nunmehr in dem ersten Differential statt m'' den Aus- 
druck (ffl + &^)(o'" , so ist: 
j))iÖic"~^o)'" dx (m — l}(o''dx .anpm'' dx ^ {mr — iip — r)dy ^ ., 

Bildet man endlich aus den beiden ersten Differentialen die Differeutial- 
summe und befreit dy von den Konstanten, so ergieht sich folgende 
Integrationsformel: 

r 7j„ '"'' T pio'dx _ (m-l)dx-\ _ anp -n ^ dx ^ 
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Integration von ■ — — - und {a + hx")'' dx. 

(a + i»-)' 
I. Zur Integration der Gleichung: 

^^ — ^ = <*S 1) 

gebraucht man die im §, 36 Abs. IV dargestellte Methode, welche der 
Entwickelung im §. 17 Gl. 1—8 sehr analog ist. Man führt also zunächst 
Variable und Konstanten ein, also: 

rfar hx^äx -, -,•. 

~], y = ^(^V 2) 

und multipliziert, um das zweite Differential in die gehörige Form zu 



n{p — r)dx _ {p — r)n'bx''dx ___ (_p~r)and; 



3) 



Gebraucht man nunmehr, um auch daa erste Differential mit dem er- 
forderliehen Koeffizienten auszustatten, die Methode der ausgleichenden 
Hilfsdifferentiale, so ist: 

t;r + dg - ""'-''>■'' ; \ä, = -i'-'], 4) 



^-n 



di- '"'"";- -^'-^'-, 5) 

dl + '-m^^^'X".' _ "?"■-)'" . 6) 

Substituiert man den Wert des ersten Differentials der Gl. 3 aus der 
Gl. 6, so ist: 

dx {p — r) xr a'dx (np —nr — r)dx {p — r)andy ^, 

oder: 



_j),^^\aj,_ 



X _ ( j - .■)«■ ja. 



= J)s 
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Setzt man in der vorstehenden Gleichung r = 1 , so ergiebt sich die im 
§. 17 61. 8 enthaltene Formel. 

II. Zur Integration der Gleichung: 

(ß. + iccy äx ^ (o^dx = äy 9) 

multipliziere man (vgl. §. 36 Abs, V) die Gleichung zunächst mit -^, also: 

npo/dai npdy 10) 

und setze dann statt W den Ausdruck (a -\- hx'')o)'' : 

pnbx"ai'' dx , anpoi'' dx npdy - -. 

Führt man nunmehr da.s ursprüngliche Differential wieder als Hilfsdiffe- 
rential ein, so ist: 



Nimmt man endlicli die Differentialsumme und befreit dy von den Kon- 
stanten, so ist: 

~-Dsx(ir['~ + ^^^^^^l + ^^Dsm^^^dai = Ds(a-\-ix-ydx. 13) 



§■ 41. 
Beispiele. 

I. Zur Erläuterung der im §. 31, 36 — 40 dargestellten Methodeu 
wähle ich vorzüglich die Differentiale mit der Irrationalität ]/« -j- 6«^, die 
sieh entweder in geschlossenen Ausdrücken integrieren oder doch wenig- 
stens auf die Integrale Ds — und Ds — zurückführen 

lassen. Daran mag sich die Integration einiger Differentiale mit den 
Irrationalitäten ^a-^-hx und ^a^hx^ anschliessen, welche immer in 
endlicher Form durchgeführt werden kann. 

Ist die Gleichung: 

zu integrieren, so gellt man nach §. 31 Abs. II vor nnd setzt demgeiüäss; 



36 



y. + bx^ 
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IL Zur Integration der Gleichung: 

benutzt raan die Methode §, 37 Abs. II, weil hier nur eine Reduktion des 

Esponenten von x notwendig ist, und setzt deshalb mit Rücksicht auf 

die Relation a;' ^ — = — : 

((0 — a)dic ,.— , adx , , ,•. 

^- -J — =ycod!e—'—=- = bäy. 4) 

Das erste Differential {= Ytodx) ist zur Bildung der ersten Funktion der 
Differentialsumme brauchbar. Um die zweite Funktion zu erhalten, führt 
man das ursprüngliche Differential nach der Relation: 

xia'dx Sboj'dx 3bdy -> 

wieder als Hilfsdifferential ein, also; 

Nimmt man nun die Differentialsumme und befreit dy von den Kon- 
stanten, so ist: 

III. Zur Integration der Gleichung: 



wendet man die nämliche Substitution wie oben in der Gl. 4 an, also: 
a!"[/(öc/a; -^ = hdy. 9) 

Multipliziert man nun, um später (Gl. 12) die erste Funktion der Diffe- 
rentialsumme bilden zu können, die Gleichung mit 2 und führt dann mit 
Rücksicht auf die Relation: 

x^a dx Sbse^dx Sbdy 

das ursprüngliche Differential als Hilfsdifferential ein, so ist: 

2»y^ix + ?^|i;-5i^ = 2SÄi, + S^_^ 11) 

oder 

- wr Ds —^ = -ÖS , ■ 12) 



10) 
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13) 
14) 



IV. Die Gleichung: 

y^ 
kann mit Rücksicht auf die Relationen: 

3 lo ~ a xio'dx hx^äx 

auch so geschrieben werden; 

yädä: + ^^ _ ?-i^ = bdy + bdy = 2hdij 15) 

oder 

1 T-, -,1—rdx , m dx~\ a J-. dcc j-. x^dz ,^. 

Ebenso kann man statt der Gleichung: 

x'dx x'dx , ■,rt\ 

auch schreiben: 

2xyädx + ^^^ — ^^ = 2bdii + 6<^«^ = 3hdi) 18) 

oder 



ist die Integration Tolkogen. 
V. Jii ganz analoger Weise kann man die Gleichung: 



yä ■+ Ix Vm ^ ^ 
■alten in: 


20) 


yS,!. + !^^ - ^ - M, + f _ iM? 


21) 


2 T, -.j-ydx , mdxl 2a J-. dx „ xdx 

[. Ist die aieidmng; 


22) 


z-y. + i,^- «"y» " 


23) 



KU integrieren (s. §. 33 Gl. 47), so geht man, weil auch hier nur der 
Exponent von x zu reduzieren ist, nach §. 38 Abs. I vor und führt mit 
Rücksicht auf die Relation &a^ — w = — ffl Variable und Konstauten 
ein, also: 

xyta ^ 
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Das zweite Differential liuks ist sofort zur Bildung der Differentia!- 
summe brauchbar. Dem ersten Differential wird der notwendige Koef- 
fizient durch die Methode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale in folgender 
Weise verschafft: 

Sbä:'di>: yadx bs:dx , ^^, 

2a! y^ ^' 2]/rä '* ^ ^^ 

oder 

Ebenso kann man statt der Gleichung: 

auch sehreiben: 

Verfährt man in der beiianuten Weise, so ist: 

— — Ds -j-ro— — - — — -^Bs^ = Ds — -. ■ 30) 



VII. Ist die Gleichung: 

dx äx 



= dy 



zu integrieren (s. §. 33 61. 45), so schreibt man ähnlich wie sub VI: 

i^£^_]^^f^.__„rf. 32) 

oder 



^ La™ «J ^Y«+6^' 

Ebenso kann man statt 

,..-. = — ^ = dy 34) 

auch folgenden Ausdruck setzen: 

-77^ ■ ^Ti — = ^ 2flf7^ 35) 

mäx ^Vioäx , hdx , , „,. 
= — —^-3- ■ -| = = — 2aap. 36) 



oder 
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Verfährt man in der bekannten Weise, so ist: 



Till. Ist die Gleichung: 



37) 



38) 



zu integrieren, so verfälirt man am zweckmässigsten nach §. 39 Abs. III 
und setzt demgemäas: 



(a + ha:')dx 



xv^ xv^ ' y^ 



39) 



Substituiert mau für die beiden Differentiale in dem mittleren Ausdruck 
den Wert der Differential summen aus §. 33 Gl. 47 und aus der obigen 
Gl. 2, so ist: 

ö Va+ &K' + l/a -^ ^ 

Bei der Integration der Gleichung; 

Va 4- bx'dx __ yädx _ 



verfährt man am besten nach der im §. 39 Abs. I entwickelten Methode 


uud schreibt demgemäss: 










0,-äx 


Ycadx 




-dtj 


42) 


oder 










-'^'^m- 


-m + 'i 


D,"-^. 

\'<« 


j^yc + ix'dx 


43) 


Ebenso kann man die Gleichung: 


_ ^iadx 


äy 




Va 


+t«»Jfl! 


44) 


auch achreiben: 










2x^y^ ' 

oder 


X' 


hbdx 


-2ä, 


45) 


-|«»$[^ 


--]+■ 


t y« 


^j),V' + "-'". 


46) 


IX. Ist die Gleichung; 








V} 


,+ bxix 


y^dx^ 


d,t 


47) 
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zu integrieren, so verfähi-t man wieder wie oben (Gl. 39) nach §. 39 
Abs. in und aclireibt demgeuiäsa: 



j^^ Va + h^dco _^^io 



^y^ 



für welche letzteren Ausdrücke der Wert aus §. 33 Gl. 43 und §. 31 Gl. 20 
substituiert werden kann. 
X. Ist die Gleichung; 

xYa + bx^dx = x Ym dx = dy 49) 

zu integrieren, so geht man am richtigstea nach §. 36 Abs. V vor. Man 
multipliziert daher zunächst die vorstehende Gleichung mit 2 und führt 
dann das ursprüngliche Differential als Hilfsdifferential ein, also: 

'-^^ + 2xy7,dx _ 2<ij, + !|» - ^. 50) 

Man substituiert sodann im ersten Differential für ra seinen Wert a-^-lix^: 
""" + '''•"" + ilxV«dx - ^ 51) 

oder 

= — V-^xyadxA —=—^- 52) 

Verfährt man nunmehr in der bekannten Weise, so ist: 

iB»iYS[^+?|?] + !fDs?!|'_Bs^y^+-6«äd«. 53) 

Die Gleichung: 

Bsx^Ya + hx^dx = ^Bsai^o-i'dx = Dsdy 54) 

ist nach §. 31 Abs, I integrierbar. 
Ist die Gleichung; 



x^ya -\- hx^dx = x^y^dx = dy 55) 

au integrieren, so benutzt man am zweckm aasigsten die im §.36 Abs. VI 
entwickelte Methode und schreibt demgemäss mit Rücksicht auf dieRelation 
x^ = '"'7 die vorstehende Gleichung: 

m^dx — ayoidx == hdy 56) 

oder 

Kßdx + -^ —aymdx^bdy-^^-^^-^- ot) 
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Verfährt luaii in der bekannten Weise, so ist: 

^DsxJ\'^ + '-^]-^Dsy^d^-Dsdp. 58) 

Substituiert mau den Wert von DsYmdx aus der weiter folgernden 
Gl. 79, so ist: 

Benützt man zur Auffindung dieses Integrals die im §. 36 Abs. V ent- 
wickelte Methode, so ergiebt sich nach einigen leichten Reduktionen: 

--Dsa:*yi»[ i- -g^J + Yi Ds—^ = JDsx^ya + ix^dx. 60) 

Substituiert man für die zweite Differentialsumme den Wert aus der 
obigen Gl. 7, so ergiebt sich das nämliche Integral wie in der Gl. 59. 
SI. Die Gleichung: 

Ds xYa'+J^dx = ^ Ds w^ m äx = Ds dy 61) 

ist nach §. 31 Abs. I integrierbar. 
Zur Integration der Gleichung: 

x^ya + hx^dx = x^yojdx = dp 62) 

schreibe man ähnlich wie snb X Gl. 50: 

^x^yädx + x^yädx = 3dy -{- dy = Ady 63) 

oder 

^ix^yoidx H 7= 1 -=^ = 4%. 64) 

Nimmt man nunmehr die Dii¥ereutialsumme und befreit dy von der 
Konstante, so ist: 

\m!e'Yi,\i^ + ~] + ll)s^-Lsiy. 65) 

Substituiert man endlieb den Werth für die zweite Differential summe 
aus der 61, 16, so ist: 

i8,/5(2K- + .) _ 1^ j, Jg _ J,».,/^+lj,fa, 66) 

XII. Zur Integration der Gleichung; 

benützt man die §. 40 Abs. I dargestellte Methode, fübrt 
Variable und Konstanten ein und multipliziert die Gleichung mit ■^. 
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äx Aix^dx _i_ (^^ __ 3«^y cQ\ 

oder 

Zur Integration von: 

^^^ = ^ - -^3/ TO) 

gehe man ebenso vor, nur multipliziere man mit -^ und es ergiebt sich: 
dx 3 ■ ihx'^d^ , Idx äady r-,, 

oder 

2 r, a; rd^ Sa/'dan , 7 j. dx -r, <2a! „n\ 

^-DS ~rl s — + ö" ■" -^s - .,■ = Ds ■- r ■ 72) 

Substituiert man für die zweite Differential summe den Wert aus der 
obigen Gleichung 69, so ist die Integration vollzogen. 
SIII. Zur Integration der Gleichung: 

T - «i» ^3) 



(a + ic'ti J 

föhre man Variable und Konstanten ein und es ergiebt sich, ohne dass 
(vgl. Abs. XII) eine Multiplikation der Gleichung notwendig ist i^^^^ — J = 1 h 

-= j- = ady 74) 

oder 



XIV. Ist die Gleichung: 



Ya + ix'dx — Yadx — dy 76) 

zu integrieren, so geilt man nach §. 40 Abs. II vor und giebt demgemäss 
der vorstellenden Gleichung folgende Gestalt: 

S!ia:^dx , Uadx 3dp ^„, 

oder 

Nimmt man die Differential summe und befreit äy von den Konstanten, 
so ist: 

2 T, ,i~rdx , (0 iJk") , 3 n n dx -n , / ; — ^ — s, --r.\ 

■r- Ds^l/ß k -s — + -^Z>s— = = Dsl/ß + 63:^c?a;. 79) 
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Zur Integration der Gleichung: 



a 



%dy \.'i.äy 



Nimmt man die Differentialsumme, so ist: 

^ I>sxmi\^^ + 5^] + If DBV7-,dx - D,d,j. 

Substituiert man den Wert der zweiten Differentialsumme aus der 61. 79, 
so ergiebt sich: 

-n\" + "6") + "6r ■^^17^==-^^'^'' + ^^r<^y^ ■ 

XV. Zur Integration der Gleichung: 

Ya + bx^dx = Ymdx = dp 
setzt man ähnlich wie sub XIV: 

V^dx + ^-^^ + ^1 _ ij, + Äj _ 2äp 
oder 

^i)sa;yo[^ + ^] -\-jJ)s^=Dsya-\- ixhlx. 

Will man die Gleichung: 

{a + ix^)hlx = o^äx = dij 
integrieren, so schreibt man: 

m^dx + fj!^^-^ + 3a|/ä dx = dy + ?^dy = Uy 
oder 

Substituiert man den Wert der zweiten Differentialsumme aus der Gl. 87, 
so erscheint das Integral in seiner gewöhnlichen Gestalt. 

XVI. Zur Integration der Gleichung: 

= dy 91) 



nicht integ 
von (0 reduziert werden kann, am besten die in §. 37 Abs, III dar- 
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gestellte Methode. Man führt demgemäss Variable und Konstanten ein 
und multipliKiert die Gleichung mit — , also: 

äxäx äbx'dx Saäy -j,. 



benützt sodann die Methode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale; 






93) 


oder 




2 p. X- ridx ,,'dxl 1 x,lx xdx 


94) 


Die Gleichung : 






95) 



ist nach §. 31 Ahs. 11 integrierbar. 
Ist die Gleichung: 

zu integrieren, so benutzt man am besten die im §. 37 Abs. I entwickelte 
Methode, weil in diesem Falle sowohl der Exponent von x als auch 
jener von o reduziert werden kann. Man schreibt folglich: 
dm Sbx^dx da ^bdy 

oder 



97) 



XVII. Ist die Gleichung: 



Bs -^ "-^ ■ 98) 



x{a + b^-'f- 



99) 



211 integrieren, so geht man nach §. 38 Abs. II vor und führt demgemäss 
Variable und Konstanten ein, also: 

Bs -% - Ds '^^^ = Ds ady . 100) 

Substituiert man den Wert der beiden Differentialsummen links, der in 
endlicher Form darstellbar ist, aus §. 33 Gl. 47 und aus der obigen 
Gl. 95 und befreit dann äy von der Konstaote, so ist die Integration 
vollzogen. 
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Zur Integration der GleiehuDg: 

^ ^l^^^jy 101) 

benützt mau gleicbfalls am zweckmässigeten die im §. 38 Abs. 11 ent- 
wickelte Methode und schreibt dei 



103) 



Sda; Sba^äx Bady 

oder 

Verfährt man in der bekannten Weise, so ist: 

Substituiert man den Wert der zweiten Differentialsumme aus der Gl. 26, 
90 ist das Integral ermittelt. 

Auf ähnliche Weise lassen sich auch die Integrale aller anderen 
Differentialfunktionen von der in den §. 36—40 bezeichneten Form un- 
mittelbar aus den Differentialen ermitteln. Bei einiger Übung in den 
neuen Integrationsmethoden wird man dieselben ähnlieh wie die 
algebraischen Operationen leicht handhaben, ohne dasa es zu diesem 
Zweck eines Zurückgehens auf das Detail der oben {§. 36 — 40) dar- 
gestellten Metboden bedarf. 



Integration von x"'(fl + hx" -\- cx^"')'' dx. 

Ganz analog den im §. 36 — 40 dargestellten Integrationsmethoden 
ist auch die Integration des trinomisehen Differentials von der Form 

gf{a +&a:''+ ca;^")''«?« und der daran sich achliessenden Kombinationen. 
Ich will bei der Ableitung der lotegrationsformeln genau die oben 
§. 36—40 beobachtete Reihenfolge anwenden. 
I. Ist die Gleichung: 

x"'{a + hx" -\- cx^")'' dx = x'^o^dx = dp 1) 

zu integrieren, so multipliziert man zunächst auch hier (vgl. §. 36 Abs. I) 
mit m 4- 1, also: 

(m + \)x"'m^dx = {m + l)dy, 2) 
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womit die erste Funktion der Differentialsumme gebildet erscheint. Um 
auch die zweite herzustellen, führe man mit Bücksicht auf die Relation; 
afi+i. (a'=ic'"+^-w&a;''-^+ x'"+'- • 'Jncx^"-' = nhx"'+'' -i- 2ncx"'+'^'' 3) 
in die GL 2 Hilfsdifferentiale ein, also: 



- + ' 

oder (s. Gl. 3): 



(m + i)x"'co''dx + - 



dx = [m -\- 1) dy . 



Bildet man schliesslich aus den zwei ersten Differentialen die Differential- 
summe und befreit dann dy von den Konstanten, so ist: 



^m+r.^rfC' + l)'^«^ I jJca'rfjg-j bnp_ 



-+" 



— -(~fi)j.^sx'>'+^^a'- ^dx=^ Dsa!^{a + hx-'-\-cx''^ydx. 6) 

II. Man kann das trinomische Differential auch in der Weise 
integrieren, dass man es als die zweite Funktion der Differentialsumme 
behandelt und die erste durch Hilfsdifferentiale herbeischafft (vgl. §. 36 
Abs. n). Zu diesem Zweck multipliziert man die Gl. 1 mit , — , also: 

(i > 4- r)'i,nc'jr'm'-dx _ {v+r)tncdy ^. 

und führt sodann mit Rücksicht auf die Relation: 

^ra-sn+i , tu' -= jjfeic'"— " + 2nex^ 8) 

zwei Hilfsdifferentiale ein, nämlich: 

{p + r)nhx'"-"Jd x ___ {p + r)'in cay . 



— (tn — 2n -\- l)a:"'""^''ia'' dx—- 
oder mit Rücksicht auf die Gl. 8: 
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■ — (m — 2n -j- l)x'"~ 



dx- 



iP^r)nh ^_, 



■fdx = 



_ {p-\-r)^ncdy 



10) 



Bildet man endlich aus den beiden ersten Differentialen die Differential- 
summe und befreit dann dy von den Konstanten, so ist: 



{p + ryi^ 



- rr'DsX™~''0 



,-[» 






'"i:?« ■ 



(m 



J)); 



cte = 



= Dsx'"{a + öa:" + cx^'Ydx. 11) 
III. Das trinomische Differential kann auch dadurch integriert werden, 
dass man in dasselbe mit ßücksicht auf die Relation e» — ix'^ — ex" "^a 
Variable und Konstanten einführt {s. §. 36 Abs. III u. IV), also: 

x'"«'' äx — hx"'+''a''äx — cx"''^^''(o''d!c ^ uäy. 12) 

Um dem ersten Differential den zur Bildung der Differentialsumme 
erforderlichen Koeffizienten zu verschaffen, multipliziert man die Gfl. 12 
wieder (Abs. I) mit m -{- 1, also; 



(m + i.)x"'a'' dx — (m -\~ l)hx"''+"a 



'dx — {in + l)cx"''^"'<a''dx = 
= {m + \)adii. 13) 

Um nun auch dem zweiten und dem dritten Differential, deren variable 
Bestandteile die zur Bildung der Differential summe nötige Form bereits 
besitzen (s. Gl. 3 — 6), die zu diesem Zweck erforderlichen Konstanten 
zu verschaffen , benützt man wieder die Methode der ausgleichenden 
Hilfsdifferentiale (§. 34 Abs. III u. IV, §. 36 Abs. III u. IV) und setzt: 



(P + r)n. 



- + ai = 

dl = 
{p-\-r)n dz 



-{m-\-l)ds; \_d^ 



{mr + "P + 1^1' -\- ''"'i^^ 



_ (vir + 2np 4- 2 



[ds' = ex' 



" to''dx], 






- 1),J«'. 



14) 
16) 
16) 
17) 
18) 
19) 
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Substituiert man nun die Werte für das zweite nnd dritte Differential 
der Gl. 13 aus den Gl, 16 und 19, so ist: 

{m + l)x"'co' dx-\-^ - ' — ; + ii--i — ' 

= (m + l)ady 20) 
oder mit Rücksicht auf die Gl. 3: 

(m + !).-„' +'ci. + fct*!!^":^ - < ■"+"" + "•- + '-" . «..+. Jix -- 

Bildet man schliesslich aus den zwei ersten Differentialen die Differential- 
summe und befreit dy von den Konstanten, so ist: 

= Dsx"'{a + 63;" -f cx^^fdx. 32) 

IV, Man bann auch den umgekehrten Weg wie sub III einschlagen, 
(vgl. §. 36 Abs. IV), dem zweiten und dritten Differential in der Gl. 12 
durch Multiplikation dieser letzteren die erforderlichen Koeffizienten ver- 
schaffen und dann das erste Differential durch die Methode der aus- 
gleichenden Hilfsdifferentiale mit den zur Bildung der Differential summe 
notwendigen Konstanten ausstatten. Zu diesem Zweck multipliziert man 
die Gl. 12 mit — <£±^, also: 



_ ( p + r)2andy 



23) 

Das zweite und dritte Differential haben nunmehr die zur Bildung der 
Differential summe erforderliche Gestalt, wobei jedoch zu bemerken ist, 
dass das zweite zu diesem Zweck geteilt werden muss (s. oben Gl. 3 u, 4). 
Um auch dem ersten Differential die notwendige Form zu verleihen, 
wendet man die Methode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale an, also: 
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(m + l)di! + <i|— - 


'"'" + ""'; [ä. .-J^'J.], 


24) 


fl-.^< 


mr + 2np^tm'-\-r)ds 


25) 


{m + l)di-i 


mr + 2np+^nr + >)d^ inip — r)d^ 


. 26) 



Substituiert man für das erste Differential der Gl. 23 den Wert aua der 
Gl. 26 und nimmt man die früher erwähnte Teilung des zweiten Diffe- 
rentials vor, so ist: 

(m + l)a:™ro'' dx + ~ 
oder (s. GL 3 und 4): 



(r, v,- + 2np + ^nr + r)^"'«: 



28) 



Bildet man eudlich aus den zwei ersten Differentialen die Differential- 
sumuie und befreit dy von den Konstanten, so ist: 



2«™(p + r) 



Ds: 



..+.J + ^[i3±M^ + (^+l>^^yi^Dsx'"+^Jd:.+ 



+ — ^tf_^,--v— --Dsa;-«'' dx = nsx"'(a -\- bx" + cx^»Ydx. 39) 

V, Das trinomische Differential kann auch, ähnlieh wie das binomische 
(§. 36 Abs. V) dadurch integriert werden, dass man das zu integrierende 
Differential selbst als Hiifsdifferential wieder einführt. Zu diesem Zweck 
multipliziert man die Gl. 1 mit m ~\- 1 und führt dann mit Efleksieht 
auf die Relation: 



2 )ij3 x^io'' die 2 np d y 

Hilfsdifferentiale ein, also: 

_ ( mr -\- 2np + r)dy 



30) 



31) 
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C» + l)x- 


•m'dx +- 







-^r- 


oder 










(,»+1)=.. 


•Jix + "^ 


i6a;™+' 


t- 


da: 


+ - 


lanps^^a' 


dx . 


bnp^ 





_ (inr + '2np + r)d y 



32) 



Nach einigen leichten Operationen ist mit Rücksicht auf Gl. 3: 

VI, Daa trinomisehe Differential kann endlich (vgl. §. 36 Abs. VI) 
auch durch die Suhstitution: 



und durch Wiedereinführung des urapr anglichen Differentials als Hilfs- 
differentials integriert werden. Substituiert man den Wert von x^" in 
die 61. 1, so ist: 

x"'—^'i(o'' ' dx — bx'"~"(a''dx — ax"'~^''oi''dx = cäy. 36) 

Das erste Differential der vorstehenden Gleichung wird zur Bildung der 
Differential summe tauglieh, wenn man die erstere mit m — 2w + 1 
multipliziert, also; 

(iu — 2n + Vjx'"-'"' ü/'^^Jx — (m — 2h + l)hx'"-''a^-da: - 

— {m — 2n -j- l)a!x^''-^''a^dx = (m — 2n + l)cdy. 37) 

Ein Blick auf die vorstehende Gleichung zeigt, dass das dritte Differential 
wegen des Exponenten von a;™"^" zur Bildung der zweiten Funktion 
der Differentialsumme nicht verwendet werden kann. Dagegen ist das 
zweite Differential mit Rücksicht auf die Gl. 8 zu diesem Zweck aller- 
dings verwendbar, nur muss sein Koeffizient durch die Methode der aus- 
gleichenden Hilfsdifferentiale verändert und der zweite Ausdruck rechts 
in der Gl. 8 durch Wiedereinführung des zu integrierenden Differentials 
herbeigeschafft werden. Es ist nun: 
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? + (^g = _ (m - 






= hx"'-"<o'-dx], 38} 

39) 

s — 2w + r)ds. 40) 

Substituiert man für daa zweite Differential der Gl. 37 den Wert aus 
der Öl. 40 und führt man gleichzeitig mit Rücksicht auf die Relation: 



{p +f)nd3 (mr -f w ji — nr -\ 



Hilfadifferentiale ein, so ist: 



41) 



^(m^2n+l)cdy + 



- — (m — 2n 4- l)ax'"-^"m'-dx = 
{p + r)2ncdy _ (,mr + 2fip-i-r)cdy 



42) 



Bildet mau endlich aus den drei erst«n Differentialen die Differential- 
3 (Gl. 8) und befreit dann dy von den Konstanten, so ergiebt sich: 

_..^ -[ (m-in + D äx , (p^r)io-dx -] 



(«,■ + 3 



- Dsx"'' 



[mr+np- 



ir+r] 



(mr-\-^np^ 



■Bsaf- 



■fdx- 



(„,_2>t + l)a. 



Ds X'"- 



'■"C3''dx- 



,r + 2np + r)c 

= Dsx'"{a + 6«" + citr''fdx. 43) 
VII, Die sub I — ^Vl entwickelten Formeln entsprechen genau den 
Integrationen des binomischen Differentials (§. 36 Abs. I — VI). Es lassen 
sich übrigens für das trino mische Differential noch zahlreiche andere 
Integralformeln ermitteln, von welchen ich die f(tr das neue Integrations- 
system wichtigsten und brauchbarsten erwähnen will. 

So liefert zunächst die sub V dargestellte Integrationsmethode mit 
Rücksicht auf die Relation: 



r + » + ^-^- 



- CX^" 



44) 



zwei Integrationsformeln. Substituiert man uämlieh in dem zweiten 
Differential der GL 31 und 32 für m den ersten in der vorstehenden 
Relation erscheinenden Wert, so ergiebt sich die in der Gl. 34 enthaltene 
Integrationsformel, Substituiert man dagegen den zweiten in der 61. 44 
erscheinenden Wert von m, so ist: 
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oder 

Bildet man endlieh aus den beiden ersten Difi'erentialen die Differential- 
siimme und befreit sodann äy von den Konstanten, so ist: 



1 ; — Ds x'"^ ' to' - — ' — h H 



■ -h "P + 



; Bs x™"^^" <xf dx '= Dsx"Hß -j- ix'' + cx^'')''dx. 17) 



VIII. Ancb die sub VI dargestellte Methode liefert noch eine zweite 
Integralformel, Multipliziert man nämlich die Gl. 36 mit den zur 
Bildung der zweiten Funktion der Differentialsumme erforderlichen 
Konstanten ^ — — ^ — 7 — - und führt man sodann mit Rücksicht auf die 
Gl. 8 das ursprüngliche Differential als Hilfsdifferential ein, so ist: 



n(p + f)x' 



- + 



n(p+r)c dy (p + r)% nci 



■ 48) 



Um nun auch der ersten Funktion der Differential summe die not- 
wendigen Koeffizienten zu verschaffen, führt man ausgleichende Hilfs- 
differentiale ein, also; 

[ds = x"'~^''D)' dx], 49) 

,;g^_ t"'^' + "''-^ -'l+ll^, 50) 

{m - 2h +l)d,- '""' + "'' 7 ^'' + ^^ = - "'^ t "^ ~- ■ 51) 

SubstitLiiert maJi für cliia erste Diiferential der Gl. 48 den Wert aus der 
Gl. 61, so ist (s. Gl. 8): 
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(m - 2n + l)x''^-^-J^\jx + '^ + "^^"'"""^'"""' ^ + 

_„ - ^_„„ - + i 

Verfährt man nun in der bekannten Weise, so ist: 



_ _ + 

~ c (i) + r)no 

== Dsa;"'(« + &«" + C3!^")''(?a;. 53) 

IS. Während die Integrationsformeln sub VI und VIII auf der Sub- 
stitution Yon 3;^" beruhen (Gl. 35), können weitere Integrationen durch 
die Substitution 

x----=^"-- 64) 

bewirkt werden. Substituiert man nämlich diesen Wert von af in die 
Gl, 1, so ist: 

x"-—«co'' dx — ca^+°ra'"rfa; — ax'"~''vfdx = idy 55) 

und wenn man diese Gleichung mit den zur Bildung der ersten Funktion 
der Differentialsumme erford er liehen Konstanten multipliziert: 

{m — n -\- \.')x"'~''ca'' äx — {m — ra + l')cx"'+"'io''dx — 

— (m — ■ )i + l)iiX"^'~"<o''äx = ()K — M + l)J)dy. 56) 
Nun ist aber: 

^n~n+i _ jg' ^ nhx"' + 2«t;a;'"+", 57) 

aus welcher Eelation hervorgeht, dass das zweite Differential in der Gl. 56 
bereits die erforderlichen variablen Bestandteile besitzt und nur durch 
die Methode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale mit den notwendigen 

Konstanten ausgestattet werden muss, wogegen das Differential nlix'^G)''dx 
(Gl. 57) leicht durch Einführung des ursprünglichen Differentials als 
Hilfsdifferential 8 herbeigeschafft werden kann. Es ist also: 

2n(p_±J^ ^ (^1 = _ (^_„+ l)d^f; [da = cx"'+-(o^dx], 58) 
,j^ _ _ i>n r + ^.p + nr + r)ä, ^9-, 



r + 2np + nr-{-r)d 



- (m~n~{- \)dg. 60) 
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Substituiert man nun für das zweite Differential der 61. 56 den Wert 
aus der 61. 60 und flilirt gleichzeitig das ursprüii gliche Differential als 
Hilfsdiffereutial ein, so ist; 

(«''dx _ 

= (« _ n + l)hdy + ^^ + ;'-"^''^^ = ('»^ + n^ + r)6% ^^^ 

oder (Gl. 57) 

L 3! "I" J-O) J 






l { mr + 2np + nr + r)c p 

Ds x"'-"a>''dx — (mr + np -f- r)b Ds ar+''<a''äx = 

= Bsx^ia + ^a:" + cx^"y'äx. 62) 

X. Eine weitere Integrationsformel erlangt man dadurch, dass man 
dieselbe Substitution wie in den 61. 54 und 55 vornimmt, dann aber die 
Gleichung mit den zur Bildung der zweiten Funktion der Differential- 
Bumme erforderlichen Konstanten (= —_ j multipliziert und über- 
dies mit Rücksicht auf die Gl. 57 das ursprüngliche Differential als Hilfs- 
differential einführt, also: 



■r^ 



^ {p~^-r)'ianx'^-''o>'-d as _^ ^n( p-\-r)bäy ^ {p+r)ni dy^ (,p+r)nhd y gg. 

Um nun auch dem ersten Differential der vorstehenden Gleichung die 
erforderliehen Koeffizienten zu verleihen, führt man ausgleichende Hilfs- 
differentiale ein, also; 

(m — n-i-l)cU-\-<:n '^Mp±j)ä^. [ds = x^'-'co^^'dx], 64) 

d^ (mr + 2np + nr + r)d. ^ ^^^ 

(_m -n + 1) dz - (!'^-!il!l^iH--±ll^ = _ ln(s±r)<U gg^ 

Substituiert man für das erste Differential der Gl. 63 den Wert aus der 
Gl. 66, so ist (Gl. 67): 
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- + 



(P+r)^ 



r + 2np + nr + r)ü;- 



oder 



r + 2wjJ + »r + 



Ds x'^—" CO'' äx = 



= Dsx'"(a + hx" -\- cx^'^ydx. 68) 

XI. Schliesslich sind noch zwei lategrationsformelu für das tnno- 
mische Differential zu entwickeln, welche sich von den bisher abgeleiteten 
namentlich dadurch unterscheiden, dass sie dreigliedrige Differential- 
summen (vgl. §. 30 Gl. 5) enthalten, Sie sind namentlich für die Inte- 
gration der im §. 43 und 44 behandelten Differentiale mit höheren Potenzen 
von m sehr bequem und brauchbar. 

Man benutzt also znnäcbst die im §. 34 61. 15—17 enthaltenen Rela- 
tionen und es ergiebt sich, wenn man in die Gl. 1 mit Rücksicht auf 
§. 34 Gl, 17 Variable und Konstanten einführt und dann die Gleichung 



mit 



P + r 



a(P+'')a' 



multipliziert; 



X'da 



+ '-' 



r)lo 



_(p+'0__^^y. 



Das zweite Differential der vorstehenden Gleichung, ans welchem dem- 
nächst die dritte Funktion der Differential summe gebildet werden wird 
(Gl. 74), hat nunmehr die zu diesem iüweck erforderliehe Form. Um auch 
dem ersten Differential, aus dem die zweite Funktion der Differential- 
summe entstehen soll (Gl. 74), die nötigen Konstanten zu verschaffen, 
führt raau ausgleichende Hilfsdifferentiale ein, also: 

eis + dg = — l(^-±-''l^-i; id0 = x"'-''+'(o^'^^^dw'], 70) 

71) 
d^ _ i^P_+J_>>dl _ __ 1ip-\-r)dg ^2) 

Substituiert man für das erste Differential der Gl. 69 den Wert aus der 
Gl. 72 und führt mau überdies zur Herbeischaffung der ersten Funktion 
der Differentialsumme Hilfsdifferentiale ein, so ist: 



(3 p + SiQJs 
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— ^^^— ^ — ■ {m — n-i- l)x'" "Auf (1% = 

Bildet man endlich aus den drei ersten Differentialen dieser G-Jeiehung die 
Differentialsumme und substituiert man in dem vierten und fönften Differen- 
tial für k und l' die im §. 34 Gl. 15, 16 angegebenen Werte, so ergiebt 
sich nach einigen Reduktionen folgende Integrationsformel (A = ö -\-2cx"'): 

nm-n-^l)dx ,i;dx {p±r)^dxl 

= 'x'^{a + hx" + cx'^'^ydx. 74) 
XII. Setzt man endlich (vgl. unten §. 46 Abs. II): 

t = 2aax — l^x — bcx''+', 75) 

z'=2ac — h^ — {n-\-l)hcx'', 76) 

2nr'<o — ta + nh^m -\- 2n^icx"a) ^= möz/, 77) 

so ergiebt sich, wenn man in die Gl. 1 mit EücksicKt auf die Gl. 77 

Variable und Konstanten einführt und dann mit — ^ multipliziert: 

tn(p + r}x"'fa'' r'dx , {p + r)x'"i:o>''ia'dx {p-j- r)nb^ie"'iä'' dx _^ 

__ 2w'(ffl4-r)6ca;"' + "M'' da> ^ _ {p_-\- r)n(i^d_y _ ^g. 

Auch hier muss wie sub SI das erste Differential durch die Methode der 
ausgleichenden Hilfsdifferentiale mit dem zur Bildung der Differential- 
summe erforderlichen Koeffizienten ausgestattet und dann noch ein Hilfs- 
differential hinzugefügt werden. Demgemäss ist: 



di + di s»ö. + .■)<!.. j^^ cc'«'+\;ix-\, 


79) 


äl ("n> + ^nr + r)ä.^ 


80) 


j. (Z«p + !».- + r)<;0 2..(j> + .li. 


81) 
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Substituiert man nun für das erste Differential der Gl. 78 den Wert aua 
der 61. 81 und fügt überdies das bereits erwähnte Hilfsdifferential hinzu, 
so ist: 

mx'^-^xcf äX'^'X'^m'^ tdx-'r-^^' i£-X-J ^ — 

__ 2 w^(p + i-)6eiK"' + ''D)'' dx __ (-2wp + 3mr + )-)3;'"a.'' i'dx _ 

„ , f + 'j tp-^r-TjnaAdy „„■ 

— mx"' '■ref^ dx ^ — ■ ^^—^ — ■ Hz) 

Bildet man schliesslich aus den ersten drei Differentialen die Differential- 
summe und substituiert man im sechsten und siebenten Differential für t 
und % ihre oben (Gl. 75, 76) angegebenen Werte, so ergiebt sich nach 
einigen Reduktionen folgende Integraiformel: 



-"'[- 



B , T^d« , (£_-j-_)V_4^1 _ 



= is'"((( + ^^" + C«,^'^')'' dx . 83) 

Gedächtnistafel. 

Abs. I und II. — Das zu integrierende trinomische Differential wird 
sub I als erste, sub II als zweite Punktion der Differentialsumme be- 
handelt und die noch fehlende Funktion durch Hinzufügimg von Hilfs- 
differentialen herbeigeschafft. 

Abs. III und IV. — In beiden Fällen werden Variable und Kon- 
stanten eingeführt und dann sub III das erste, sub IV das zweite und 
dritte Differential durch Multiplikation der Gleichung mit dem erforder- 
lichen Koeffizienten ausgestattet, während der anderen Funktion der Diffe- 
rentialsumme die notwendigen Konstanten durch ausgleichende Hilfs- 
differeutiale verschafft werden. 

Abs, V und VII. — In beiden Fällen Wiedereinführung des ursprüng- 
lichen Differentials als Hilfsdifferentials und Substitution des doppelten 
Wertes für o (Gh 44), 

Abs. VI und VIII. — In beiden Fällen erfolgt die Substitution von 
ic^" in die Gleichung und es wird sodann sub VI das erste, sub VIII das 
zweite und dritte Differential durch Multiplikation der Gleichung mit den 
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ecforderlichen Koeffizienten ausgestattet, während der anderen Funktion 
der Differentialsumme die notwendigen Konstanten durch ausgleichende 
Hilfsdifferentiale verschafft werden. 

Abs. IX und X. — Substitution von a:", sonst wie im vorhergehenden 



Abs. SI und Sil. In beiden Fällen werden Variable und Konstanten 
eingeführt, doch wird die G-leichung zwischen den Variablen und Kon- 
stanten nicht wie sub III und IV blos aus dem Trinom gebildet (vgl, 
§. 34 Gl. 17 und oben Gl. 77). — Bildung einer dreigliedrigen Diffe- 
rentialsumme. 

§. 43. 
Integration von - — ■ 

I. Bei der Integration der Gleichung: 

?!:i? ^'^ = äy 1) 

findet man eine Integrationsformel, durch welche der Exponent von ta 
vollständig und zwar gleichmassig (vgl. unten Abs. V und VI), jener 
von X wenigstens teilweise reduziert wird, und die sich deshalb nament- 
lich für Difi'erentiale mit höheren Potenzen von <o eignet, indem man 
nach §. 42 Abs. XI vorgeht. Man nimmt also dieselbe Substitution wie 
dort vor und multipliziert die Gleichung sodann, weil sich hier m im 
Nenner befindet, mit ^—_ — , so dass sich also ergiebt: 

Da das zweite Differential nunmehr die erforderliclie Form besitzt, so 
stattet man auch das erste mit dem notwendigen Koeffizienten durch 
ausgleichende Hilfsdifferentiale aus, also: 



Substituiert man nun für das erste Differential der Gl. 2 den Wert aus 
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der Gl. 5 und führt man, um die dreigliedrige Differentials um me ; 
vollständigen, Hilfsdifferentiale ein, so ist: 



'Xdx {p — r)HJdp 



Bildet mau schliesslich aus den drei ersten Differentialen die Differeotial- 
summe und substituiert man überdies im vierten und fünften Differential 
für X und l' die im §. 34 Gl. 15, 16 angegebenen Werte, so ergiebt sieh 
nach einigen Reduktionen folgende Integriitionsformel (^i. = h -\- 2caf'): 
x'" — "+'■}. r(iw — w + i}äx l'dx (p~r)ia'dxl. 



(P- 



r)nJ ^ 



Setzt man in der vorstehenden Formel m ^ n — 1, so ergiebt sich 
der im §. 34 Gl. 24 enthaltene Ausdruck. Setzt man m = n, so erhält 
man die unten (Abs. VII) auf einem anderen Wege abgeleitete Formel. 

II. Um eine Integrationsformel zu finden, durch welche umgekehrt 
(Abs. I) der Exponent von x vollständig, jener von co wenigstens teilweise 
reduziert wird, muss man nach §, 42 Abs. 11 vorgehen (vgl §. 37 Abs. I), 

nur ist ebenso wie sab. I zu berücksichtigen, dass sich hier to'" im Nenner 
befindet, folglich die diesem Ausdruck entsprechende zweite Funktion der 
Differentials um me ein negatives Yorzeicbeu haben und die Gleichung des- 
(P- 



halb mit - 

dann folgende Gestalt an: 

{m~tn + l}.x"'- ^''dx _ (p - 



- multiphziert werden muss. Die Gl. 9 §. 42 nimmt 



oder (§. 42 Gl. 10): 
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Nimmt man nunmehr die Differentials um me und befreit dy von den Kon- 
stanten, ao ist: 



(p — r)2mc P_^ P ' 

III. Eine in vielen Fällen brauchbare Formel, durch welche der 
Exponent von X reduziert wird, jener von ra unberührt bleibt, erlangt 
man dadurch, dass man nach §. 42 Abs. VI verfährt (vgl. §. 37 Abs. II), 

wobei jedoch wieder au berücksichtigen ist, dasa o'' sich im Nenner be- 
findet. Die Gl. 37 §. 42 nimmt dann folgende Gestalt an: 
(w — 2w + l)a!'"~^"d^ (m — in+l)bx'"-''dx __ (ot — 2ra + i)ax"'-^''d s) ___ 

= (m — 2m+ l)cdp. 11) 
Daa erate Differential hat hier die zur Bildung der Differentialaumme 
nötige Gestalt, Dagegen musa der Koeffizient des zweiten Differentials 
durch die Methode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale geändert und 
Überdiea mit Eückaieht auf die in §. 42 Gl. 8 enthaltene Relation daa 
ursprüngliche Differential als Hilfsdiffereniial eingeführt werden. Es 
iat nun; 

_ {p- r)näz _^ ^;g ^ _ (-^j^ _ 2n -f l)dz; I (?.s = '''^"^— |, 12) 



_ (P — '•''^'^^ __ ( mr — np — nr + r)dz 



-(m — 2h + 1)i^^- 14) 



Substituiert man für daa zweite Differential der Gl. 11 den Wert aus di 
Gl. 14 und führt man überdies mit Rücksicht auf die Relation: 

{p — )') 2mefl;™iJa; (p — f')'incä,ij 



15) 
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HilfsdifPereutiale ein, ao ergiebt sich: 



= {m — 2n-\'l)cdy ~ ^ — ■ \ - - -^ = i iLJL-U^. jg) 

Verfährt man nun in der bekannten Weise, so ist (§. 42 Gl. 8): 



= Ds — Ji^ii . 17) 

IV. Eine vierte Integratioosformel erlangt man, wenn man iiiich 
§. 42 Abs. IV vorgeht (vgl. §. 37 Abs. III), Man führt also nach der 
bekannten Relation in die Gl. 1 Variable und Konstanten ein: 

man multipliziert ferner die Gl. 18 mit — — - — und teilt sodann mit 
Eücksjcht auf die Relation §. 42 Gl. 3 das zweite Differential: 
aw(p — )')a^"'<ga: _ (,p — T)nhx'^+''dx _ (p - r)3«c3:^'+^''da^ __ 



19) 



Das zweite und dritte Differential haben nunmehr die zur Bildung der 
Differentialsumme nötige Form (§. 42 Gl. 3), während dem ersten Diffe- 
rential die nötiget) Konstanten durch die Methode der ausgleichenden 
Hilfsdiiferentiale verschafft werden müssen. Zu diesem Zweck setzt man: 

(,„ + 1) fia + <i| _ ^<>' - '•"" ; \d2- 4-] , 20) 
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dl _ — <?'I^J-'LE+lü.'J-Ji£_ 


21) 


, , j,j. (..■-2ns + 2...' + .),i« 2„(p-,)ä« 


22) 


Substituiert man deu Wert des ersten Differentials der Gl, 19 aus 


der 


Gl. 22, 80 ist: 




^m + l)x'^dx ip-r)x^+^^'äz (p - r) nh x"'+'' d x 




o/ »■«'■ JW'" 




(wr-aBp + aMr + O'c^da; (p - r}iiandy 


23) 



+' r(m+i)äi _ (y-rVäj 



(. + »:,•+,==»•)' 

V. Weitere wichtige und brauchbare lutegrationaformeln, durch 
welche der Exponent von x vollständig und zwar gleichmässig, jener 
Ton a wenigstens teilweise reduziert wird (vgl. Abs. I), erlangt man durch 
die im Abs. YIII und S des §. 42 dargestellten Methoden. Geht man 
zunächst nach §, 42 Abs. S vor, so setze man mit einer kleinen Ab- 
weichung von §. 42 Gl. 54: 

2«« — Ku'— 2na ()c\ 

" ■ ^s ^^) 

und es ergiebt sich, wenn man diesen Wert von a;" in die Gl. 1 anb- 
atituiert und dann mit dem zur Bildung der zweiten Funktion erforder- 
lichen Koeffizienten (^ j multipliziert: 



Verschafft man nun auch der ersten Funktion durch ausgleichende Hilfs- 
differentiale die erforderlichen Koeffizienten, so ist: 



l'-J'^ 



27) 
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np + nr + r)dz 



28) 



(m — n-\-l)ä0 ■ 



_ imr — 'inp + nr + r)dz _ 2nip — r)dg 



Substituiert man für das erste Differential der Gl. 26 den Wert aus der 

Gl. 29, so ist: 

(m — n-^ r)x^-"dx _ (p — r} x"'-'^+^co'd x _ ina j p ~ r) x"' -''da: __ 



äwja + nr -\- r)x"'- 



30) 



oder 




,. 


j,,,!-— +'r(.»-» + : 


(!>-> 






0)^ 







r'.=lL-_'J!:\''Ds—- 



2)s ±_^i± _ j9s _ 



.# 31) 



Diese Entwicklung ist für einen speziellen Fall (wt = it) schon oben §. 34 
Abs. IV in einem anderen Zusammenhang gegeben worden und mau 
erhält die Relation in §. 34 Gl. 34, wenn man in der vorstehenden 
Gleichung gleichfalls m = n setzt 

YI. Geht man nach §. 42 Abs. VIII vor und setzt man, um die Rech- 
nung etwas abzukürzen, mit einer leichten Abweichung von §. 42 61. 35: 

so ist, wenn man diesen Wert in der Gl. 1 substituiert und diese sodann 
mit dem zur Bildung der zweiten Funktion der Differential summe not- 
wendigen Koeffizienten ( = ^ — 1 multipliziert: 

n{p — r)x"'-^'' dx _ (p-)-)a;"'-^"+'o.-d(E _ na{p - r )x"'-^''äx __ 



_ (p - r)ncdy 



33) 

Wendet man nun, um auch der ersten Funktion der Differentialsumme 
die erforderlichen Konstanten zu verschaffen, die Methode der aus- 
gleichenden Hilfsdifferentiale an, so ist: 
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— 140 — 

(mr — np — nr -\- r)dz 



(mr ~np — nr -\- r) dz ^_ n(p — r'jdz 



35) 



Substituiert man den Wert des ersten Differentials der Gl. 33 aua der 
Gl. 36, so ist: 

(OT - 3w+ r )3:'"~ ^''dx _ ( j) — r )x"'-^'''+^(a'dx _ na{p — r)x" '-^'''dx __ 






, nr - np ~ nr + r ^^^^^^ _ ^ä. 

^ (p^r)nc P_^ P ' 

VII. Ist m = K, folglich die Gleicliuag: 

ZU integriereu, so setzt man; 

if=&a: + 2ca:''+S 40) 

r = i + 2<n+l)x", 41) 

^ = 4ßC — ft^ 42) 
Multipliziert man die Gl. 39 beiderseits mit n^, so ist: 

— - = n^dy. 4d; 

Nun ist aber, wie einige leichte Rechnungen beweisen: 

nJx" = ^ncx^fo — tco, 44) 

folglich, wenn mau diesen Wert von nJx" in der Gl. 43 substituiert: 

—^ii^dy. 45) 
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Multipliziert man nun die vorstehende Gleichung, um dem zweiten Diffe- 
rential den zur Bildung der Differential summe notwendigen Koeffizienten 



1 verachaffen, mit - 



, so ist; 

Ix __ !ff — r)tco'dx 



46) 



Um sodann auch das erste Diiferential auf die zu diesem Zweck erforder- 
liche Form, nämlich — — ku bringen, henutzt mau die Methode der aus- 
gleichenden Hilfsdifferentiale und setzt (Gl. 41): 



rf| = - 



& + 2c(w + l)^"iia! , ici2np-&ny — r)x "dj: _ 



49) 



Substituiert man den Wert des ersten DilFerentials der Gl. 46 ans der 
öl. 49, 80 ist (s. Gl. 41): 

• r)a:''dx bdx (p — r)nJdy k^. 



_ f_ rfdx _ (p -'e)a > 'dx -\ ii^np -3«r-i02 



(jj - finJ 



51) 



(« + » 



'")•■ 



Integriert man die Gl, 1 nach der in den Gl. 40—51 entwickelten 
Methode, so erhält mit einer unerheblichen formellen Abweichung die in 
der Gl. 7 enthaltene Integralformel. 

YIIL Zur Erläuterung der in den vorstehenden und folgenden Para- 
graphen dargestellten Methoden wird unten (§. 47) eine Beispielsamm- 
lung durch Integration jener trinomischen Differentiale gegeben werden, 
in welchen x im vierten Grade erscheint Hier will ich nur einige tri- 
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Komische Differentiale vermittelat der neuen Methoden integrieren, in 
welchen x blos im zweiten Grade yorlEommt. 
Ist z. B. 

xdx xda; , -,,, 

ZU integrieren, so substituiert mau am zweclcmässigsteii den Wert von 

X = --^ 53) 

in die vorstehende Gleichung, also; 

— -= — = cdy. 54) 

2]/» 21/c " ' 

Da das erste Differential unmittelbar auf die Differentialsumme gebracht 
werden kann (§. 31 Abs. 11), so hat man: 

— — Bs — = = Ds — — ■ DO) 

c 3« y» Va + lx^cx'' 

IS. Zur Integration der Gleichung 

■ = — — = äy ob) 

geht man am zweckmässigsten nach Abs. IIT vor, substituiert für 3? den 
Wert nach §. 42 Gl. 35 und führt das ursprüngliche Differential als 
Hilfsdiffereutial ein, also: 

Ywdx + — — 4- — -— —--. — = cd^J-i- cdy = 2cdy. ol) 

2yb> 2yia 2y.B yo} 

Bildet man aus den drei ersten Differentialen die Differentialsumme und 
befreit sodann dy von den Konstanten, so ist: 

1 -n , Vdx I adx~] Sh r, ^«^^ a -r, dx r, x'dw -nx 

:^^mxy^[- + —\^-D.^~~Ds--=-m^==^^=^^- 58) 

Substituiert man den Wert für die zweite Differentialsumme aus der 
Gl. 55, so ist das Integral nach einigen leichten Reduktionen ermittelt, 
X. Ist die Gleichung: 

=.'^^f ^dy 59) 



{a + lx + cx'y 

ZU integrieren, so wendet man am einfachsten die ira Abs. V dar- 
gestellte Methode an, indem man für x den in der Gl. 25 angegebenen 
Wert substitviiert und dann die Gleichung mit -- multipliziert, also: 

60) 



_b_dy 
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= Ds -■'-- .. 61) 



64) 



Substitaiert maa für die zweite Differentiiilsumine den Wert üus §. 46 
Gl. 26, 30, so ist das lutegral ermittelt. 

Man kann aber auch zur Auffindung des obigen Integrals die Methode 
sub "VII anwenden, indem man setzt: 

f=öiK + 2cx'; t'=b-\-Acx, 62) 

^x = 4,cxco — tm'. 63j 

Multipliziert man nun die Gl. 59 beiderseits mit J und substituiert dann 

für Jx den Wert aus der Gl. 63, so ergiebt sich, wenn man gleichzeitig 

mit -g- multipliziert: 

Verwandelt man endlich, um die Differentialsumme bilden zu können, 
den Zähler des ersten Differentials in t' (Gl. 62), so ist: 

oder 

2 n * rt'dx mäxl ic -r, fcdcc 2b -^. du -r. xdx „„. 

Substituiert man für die zweite Differentialsumme den Wert aus der 
Gl. 55, so ergiebt sieh nach mehreren Reduirtionen das nämliche Integral 
wie in dem früheren Fall. 

Zur Integration von — 0— wird am zweckmassigsten die sub VI oder 
sub I dargestellte Methode verwendet u, s. f. 



§.44. 

dx 
Integration von ^ ■ 

I. Ist die Gleichung: 

dx dx - ^> 

zu integrieren, so findet man eine Integration rformel, in welcher der 
Exponent von 0» vollständig, jener von x wenigstens teilweise reduziert 
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wird (vgl. §. 43 Abs. I), indem man nach §. 42 Abs. XII vorgeht. Man Dimmt 
also dieselbe Substitution vor wie im §. 42 Gl. 77, 78 und multipliziert 

dann die Gleichung mit , also: 

^■nlp — r)z'dx (p — rjzia'dx , ni^(p — r)dx 2n\p - rybcdx ^^ 

Gebraucbt man, um das erste Differential der vorstehenden Gleichung mit 
dem zur Bildung der Differential summe erforderhchen Koeffizienten aus- 
zustatten, die Methode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale, so ist: 

,u + di - '•'■•• -'^" i p2_^y, 3) 

<ie - "■"-";'•-''"" , ' 4) 

dg + '""'"'';''"''"" - '""' 7'"" . 5) 

Substituiert man für das erste Differential der Gl. 2 den Wert aus der 
Gl. 5 und führt man, um die dreigliedrige DifEerentialaumme zu vervoll- 
ständigen, Hilfsdifferentiale ein, so ist: 
i'dx mzdx (p — rjTa dx ^, nh^{p — r)dx , 2n'(p — r)bcdcc , 



+ - 



Bildet ma,n schliesslich aus den drei ersten Differentialen die Differeutial- 
summe und substituiert man in das sechste und siebente Differential für t 
und t die oben im §. 42 GL 75, 76 angegebenen Werte, so ergiebfc sich nach 
einigen Reduktionen folgende Integrationsformel (r = 2acx — b^x — 6ca;"+^): 



{mr + 3wff — inr — r]6e 



Ä — ^^^ + 



a ae(l» .' + 2«)) — aar — r) — >■(».■ + »;■-»■■-.■) ^^ äx _ 

^Ds ~ -■ 7) 
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II. Zur Integration der Gl. 1 kann mau femer auch die im §. 42 
Abs. III und IV dargestellten Methodea gebrauchen, welche den im §. 38 
Abs. I und II für das analoge binomische Differential gegebenen Ableitunga- 
weisen entsprecheu. 

Man führt also zunächst (§. 42 Abs. III) mit Rücksicht auf die be- 
kannte Relation Variable und Konstanten ein und multipliziert dann die 
Gleichung mit — (m — 1), also: 

— ^ -i f- ^^ '- f- ^^ j = — {m—l)aäy. 8) 



Das erste Differential ist dadurch in die richtige Form gebracht. Um 
auch das zweite und dritte Differential zur Bildung der Differential- 
summe tauglich zu machen, benutzt man die Methode der ausgleichenden 
Hilfsdifferentiale und setzt demgemäss: 

_ (p - r)nd: 



Ip -— r)nde . {mr -\- np — nr — r)i. 





10) 


. - l)äz; 


11) 


cx^"-'dxl 


12) 


'jr'-^<^ - 


)il 


13) 


(m^l)d/. 


14) 



__ (p-r)2nd z' {mi - + 2Hp-2nr-r)ä^- __ 

Substituiert man den Wert des aweiten und dritten Differentials der Gl. 8 
aus den Gl. 11 und 14, so ist: 

_ {m-l)dx _ <, p-r)nbx''-Ux _ (p - r]2nc^"'-'dx _^ 

-|-^ ■ — ■' \-- ^ '- = — [m — \)ady. 15) 

Bildet man aus den ersten drei Differentialen die Differentialsumme und 
befreit dann Ay von den Konstanten, so ist: 



y Google 



- 14G — 

(».■ + .i)-« r-r)i „_ dx ( «.■ + 3..p-8 .i. '-.')i. n to 

-Hs ^^^ ;■ 16) 

III. Geht man zur Integration der Gl. 1 üaeh §. 42 Abs. IV vor, so 
führt man wieder Variable und Konstanten ein, multipliziert aber statt 
mit — (m — 1) mit - ~ " , in welchem Falle sich ergiebt: 

2?i(p — T)dx (p — r)nix^~^d!ü (p — r)2nc a: ^"~^dx _ 



_ (ff - r)nbx'' -\lx ^ (ff-r)20M. 



n) 



Aus dem zweiten und dritten Differential kann die zweite Punktion der 
Differentialsumme ohne Weiteres gebildet werden. Um auch das erste 
Differential mit dem zu diesem Zweck erforderlichen Koeffizienten aus- 
zustatten, setzt man: 

- im -r)dr. + di - '"'■' -'''•" ; p^ _ ^f-_1 , 18) 

r?| _ (M, + 8.|.--»..r- »i. _ 13) 

20) 

Subsfcitniert man für das erste Differential der Gl. 17 den Wert aus der 
Gl. 20, so ist: 

(«-Ufa _ lp -r),-di _ (f. — r).iM» ( mr + !!„p-2nr-r)äx __ 



_ (p — i;6»«uy 2n 

oder 

r n L r_ ('" - ^^ ''-^ _ ( j) — iOw '^al ft_ n.. ^^ L 

(p-r)2ali ^ P^^i X T<a J Sa"^^ £ "^ 

^ ,.r + 8»f-8.r-r j^^ -ö» ,; ' 23) 

x-J-^^ x-{a + bx--Vox'-y 
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IV. Ist z. B. die Gleichung: 



zu integrieren, SO geht man am einfachsten nach Abs. II vor, führt in die 

Gleichung Variable und Konstanten ein und multipliziert mit — 1, also: 

__ Ymdcc , idx^ , 2cxdx . hdx^ ^ _ ^^^ g^-, 

«' 2»:]/» 2xyä 2xYm ^ 

oder, wenn man aus den drei ersten Differentialen die Differentialsamme 
büdet: 

1 -r, "1/(0 fra'rfa dxl b -^ dx ^ dx „,. 



V. Ist die Gleichung 
integrieren, so geht man nach Abs. III vor und führt Variable und 



- -- . - ''</ 26) 



Konstanten ein, 

dx hdx 'i.caidx hdx , „„x 

■^ ~ TT 1 1 ^ "^ ^ ^ 

oder 

dx w'dx hdx -, -,D\ 

"n/^ T ¥ = '''^^- 2^) 

^K" 2 01* 2fo* 

Die drei Differentiale links, sind nach §. 33 Abs. III, §. 31 Abs. II und 
§. 46 Abs. IV integrierbar. 



I. Zur Integration der Gleichung: 



kann man drei Integrationa formein ermitteln, die den Integrationsformeln 
des analogen binomischen Differentials (§. 39 Abs. I— III) sehr ähnlich 
sind und auch auf die gleiche Weise abgeleitet werden. 

Um eine lutegrationsformel zu finden, in welcher der Exponent von 
sc und cj gleichzeitig reduziert wird, benutzt man die im §, 42 Abs. I 
dargestellte Methode (vgl. §. 39 Abs. I) und multipliziert zunächst die 
Gl. 1 mit — {m — 1), also: 

Bergbohm, iDtegralrechnung. 11 
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Hierauf führt maD, um auch die erste Funktion der Differentialsumme 
zu bilden, mit Rücksicht auf die EelationL 



Hüfsdifferentiale ein, nämlich: 



Jim'" ai'dx (m — V)b/ dx 


inpca'' dx ^cnpcü'' dx 




-~{m~ l)iiy 


p 


,' , 


- \l)s -'^[f'^ (•' 


^'-] + !i^'^"'^--r 


, ^C-P T..<^'' 


äx „.)/■. + »I" + cx'-äaj 



^ + 



(m - 1)>- 



5) 



II, Eine zweite Integrationsformel, in welcher der Exponent von x 
reduziert, jener you ro unberührt erscheint, findet man, wenn man nach 
§. 42 Abs. III vorgeht {s. §. 39 Abs. II). Man führt zu diesem Zweck in 
die Gl. 1 nach der bekannten Relation Variable und Konstanten ein, also: 

m'' dx hx"^^!:/ dx cx^'''^^io''dx -, -,-~ 



Mau multipliziert nunmehr, um die eine Funktion der Differentialsumme 
zu bilden, die vorstehende Gleichung mit — (m — 1), also; 



^-{m-l)ady. 7) 

Um nun auch die zwei ersten Differentiale, aus welchen die andere Funktion 
der Differentialsumme gebildet werden soll, mit den erforderlichen Koeffi- 
zienten auszustatten, führt man ausgleichende Hilfsdifferentiale ein und 



" + !«-()»- l)ÄZi 
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r)d^ 



= (m — l)d0; 





9) 




10) 


--1 


11) 



b) ''' + ',!" ^ + fir-(m-l)fiz'; \ie-- 

Substituiert man f(lr das erste und zweite Differential der Gl. 7 den Wert 
aus den 61, 10 und 13, so ist: 



{p + r)nbx''-^a''^lx . (p + r)2ncx^''-'^ ra'-dx (»*-!)»'■ 


J» + 


rx-"-' ' r :,'"-' x'^ 




P i 




1 {mr — np~nr — r)bia'dx , {ntr—^np — 2nr — r)efa''dx 
oder 


(.«-l)»flj/. 14) 


1 ^..'*'r(j. + .■)«■<;« («-ixi.i 




p 


ji 


(!in- - «p - «r - r)h „„ »""t?^ (mr - 2»p - S*».- - 


,)c <.'<<« 


(»-i)„ -0%.-. c-l).. 


-"" ^— 



=.Cs ^°+'''"+"' ' ■-°'. 15) 

III. Um endlich eine Integrationsformel zu erhalten, in welcher der 
Exponent von to reduziert, jener von x, wenigstens teilweise, unberührt 
erscheint, benutzt man die im §. 42 Abs. V dargestellte Methode (vgl. 
§. 39 Abs, III). Man multipliziert zu diesem Zweck die 61. 1 mit — (»8 — 1) 
und führt dann in der bekannten Weise das ursprüngliche Differential 
als Hilfsdifferential ein, also; 



oder, wenn man in dem ersten Differential ra durch seinen Wert ersetzt, 

2 Kfi (g + hx'^ + ex^") u'" dx {w, — l)ia' dx ^^ (mr — 2np — r)dy . „. 

oder 
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pn'bx'''~^m'' dx ^^ p^nc'j:^''~''a'' die {m — l)<a''dx .hnpef dx . 

I 'ianpia'' dx (mr — 2np — r)äy ^ -,. 

Bildet man schliesslich aus den zwei ersten Differentialen die erste, aus 
dem dritten die zweite Funktion der Differentiaisumme und befreit dann 
dij von den Konstanten, so ergiebt sich: 

)■ j. a'' [pa'dx {m — l)dx'\ bnp ^ a'' dx 



- — ^-- D, ^^ - Ds V' + '■'•+ '"'■'"• . 19) 

IV, Eine ähnliche Relation wie die vorstehende findet man, wenn 
man nach §. 42 Abs. VII vorgeht. Man multipliziert die Gl. 1 mit 
— {m — 1), führt das ursprüngliche Differential als HilfsdiHerential ein 
und substituiert in dem letzteren für ro den zweiten im §. 42 G-i. 44 ent- 
haltenen Wert, also: 



{m 



-np — r)dy 



20) 



Bildet man aus den zwei ersten Differentialen die Differentialsumme, 
so ist: 

->■ 2>s "'^ [p<odx _ {w — i)dx -\ atip _ ^^ 6/ d^ , 

+ ^_^«Z ._... Ds f. l^^ _ Ds i^-+li^l+l^Ü& . 22) 



V. Ist z. B. die Gleichung: 

}/a + b x + ex'dx _ Y^dx 



23) 
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zu integrieren, so multipliziert man am zweelimässigsten Zähler unti 
Nenner des Differentials links mit "[/ra, also: 

Die drei Differentiale links sind nach §. 33 Abs. III, §. 32 Abs. III und 
nach §. 43 Abs. VIII integrierbar. 
VI. Ist die Gleichung: 

y^+KpÄ_y|j._^^ 25) 

ZU integrieren, so wendet man am zw eck massigsten die im Abs. I dar- 
gestellte Methode an. Man multipliziert also die Gleichung mit — 1 
und führt Hilfsdifferentiale ein, also: 

<o'da; Ymdx bdx edx , nf>\ 

oder, wenn man aus den beiden ersten Differentialen die Differential- 
summe bildet: 



_ ÖS ^ ]^J^ ^^\j^l DsJt^^cBs'^ = Bs ]^±1^:^1^^. . 27) 

Auch Ds ~ kann nach Abs. III u. IV (vgl. auch oben Abs. V), T)s —^^ ' 

nach Abs, I u. 11 und zwar in einer einfacheren als der gewöhnlichen Form 
gefunden werden u. s. f. 

§. 46. 
Integration von — --■ ■ und (a -j- öaf -|- cx^^ydx. 

I. Die beiden vorstehenden Differentiale lassen sich sehr leicht da- 
durch integrieren, dass man in den Integrationsformeln der §. 42 — 44 
den Exponenten m = 0, folglich x"' ^ 1 setzt. Ich benutze hier zur 
Integration der Gleichung: 

^^ ^^^chj 1) 

ia + h^^+o^'^f J 

die im §. 42 Abs. IV entwickelte Methode (vgl. §. 40 Abs. I) weil diese 
eine in vielen Fällen sehr brauchbare Integrationsformel liefert. Zu 
diesem Zweck führt man nach der betanuten Relation Variable und 
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Konstanten in die Gl. 1 ein und multipliziert sie dann, um die zweite 

Funktion der Differential summe bilden zu können, mit , also: 

3m(p — r)dx (p — r)n'bx"dx {p ~ r) 'inae^^dx {p — r'jnlx^dx 



Um aueli das erste Differential zur Bildung der Differentialsumme tauglich 
zu machen, setze man: 

^, + ^1 = t^iiii . p, = ^^f_i , 3) 

^^ i^np ^ 'inr - T)d^ ^ 2n(p - r)d i _ g. 

Substituiert man für das ei'ste Differential der Gl. 2 den Wert aus der 
Gl, 5, so ist: 



(p-r)2af 



(2«p 


— 2) 


.r - r)ai 




i 


'-• 


(V-' 


r)2« 


„ä. 




r 




2a 


fls? 


^ + 


-D^ 




dx 



-Ds-^—Ds — -■ 7) 

IL Eine zweite brauchbare Integration sformel für die Gl. 1 erlangt 
man, indem man gleichsetzt (vgl. §. 42 Gl. 75, 76): 

r = 2aca! — Ir'x — bcx'^ + ^, 8) 

r' = 2ac-1/ — J}cin-^ X)x'^, 9) 

^ = 4ac — ¥, 10) 

tb' = n^ihx" -\- ca;^") — 2n'hcx'"(o . 11) 

Die letztere Gleichung kann durch einige leichte Operationen gefunden 
werden. 

Führt man nun mit Rücksicht auf die folgende Relation, deren 
Richtigkeit sich von selbst t 
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na^ = «(4flc — 6^)(ro — ixi" — cx^") = 

= {iacn — «6^)0 ■ — n^ifix" + cx^"} 12) 

in die 61. 1 Variable und Konstanten ein, so ist: 

C,,. -.pä. ^ n,fy.- +j.' -)i. _ ,^^^^^ ^3^ 

Führt man nunmehr in die vorstehende Gleichung das Hilfsdifferential 
ein, indem man dasselbe von dem ersten Differential links 



subtrahiert, zu dem zweiten addiert, so ergiebt sich: 



= naJdy 14) 



oder mit Rücksiebt auf die Gl. 11: 

(4acw — w6' — aM6ca")(; a; 



= naJdy. 15) 



Um dem zweiten Differential die zur Bildung der Differentialsumme er- 
forderliehen Koeffizienten zu verleiben, multipliziert maji die Gl. 15 mit 



-2nbca>'')(p-r)dx 



Um nun auch das erste Differential auf die zur Bildung der Differential- 
nötige Form, nämlich auf den Ausdruck — - — zu bringen, be- 



nutzt man die iVIethode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale und setzt 
ss: 

. !,. _ u(« + i).-]<i> + m - (*".".. r'"'-^;»"-)<j-'')'" . 

fä^^J^l, 17) 



{2np — 3nr — r)icx''ds{2aö — h''}{np — n r — r)dz-\-2ac(np — n r)dü 



18) 



Snbstituiert man für das erste Differential der Gl. 16 in der bekannten 
Weise die Werte ans den Gl. 17 und 18, so ist (Gl. 9): 
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•t'äx ip — r)roi'dx (2np - 



'- + 



Bildet man schliesslich aus den zwei ersten Diiferentialen die Differential- 
summe und befreit dy von den Konstanten, so ist: 



(r_r)n. 



-Bs — 



ißnp-Snr-r), 


Sc Aii 


(p — r)nai3 

's »., 





"f (p~r)naJ p_^ p "" ' 

{a + hx-+cx"'y 

Geht man bei der Integration der Gl. 1 nach §.42 Abs. Sil vor oder 
setzt man im §.44 Gl. 7 den Exponenten m = 0, so erhält man mit einer 
blos formellen Abweichung gleichfalls die vorstehende Gleichung. 

IJI. Ist die Gleichung: 

(a + 'bx" + cx^'^y'dx ^ ofäx = dy 21) 

zu integrieren, so benützt man die im §. 42 Abs. V entwickelte Methode 
(vgl. §, 40 Abs. II) und setzt demgemäss: 

„ - 221 

oder, wenn man im zweiten Differential (cf durch {a-\''bx'^'\-cx'^"')of 
ersetzt: 

- -, , b -ti n v^ la'' dx , 2cnna la'' dx , hnpx''<i>'^ dx , 
aUJx + ,. \ — -{ h 

2anp^_dx ^ Cänp + r)dx g^, 

oder 



s — ^Dsi 

%nxi -\- r 



-fdx I pio'dxl , bnp 7- „ 7~'^7 I 



+ i 

IV. Ist z. B, die Gleichung: 

^ _ £| _ (jj, 25) 
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zu integrieren, so setze man, um weitläufige Rechnungen zu vermeiden, 
in die G-i. 20 die entspreclienden Werte für n, p, r und es ei^ebt sich 
nach einigen Reduktionen die Relation: 

^y (. + s» + ,.-}* 

Da im vorliegenden Falle a;""' = 1 ist, so kann man zur Integration 
der Gl. 25 mit Vorteil auch die im §. 34 Abs. III dargestellte Methode 
gebrauchen und setzt deiugemass: 

l^b-^'2cx; l'=2c, 27) 

2A'(0 — -lra' = z/. 28) 

Führt man nun in die Gl. 25 mit ßücksicht auf die Gl. 28 Yariable 

und Konstanten ein und multipliziert sodann die Gleichung mit —, so 

ergiebt sich: 



loi'da: jdäy 



29) 
30) 



V. Ist die Gleichung: 

zu integrieren, so führt man (§. 34 Abs. III) wieder Variable und Kon- 
stanten ein (Gl. 28), multipliziert die Gleichung, um der zweiten Funktion 
der Differential summe die erforderlichen Konstanten zu verschaffen, mit 
dem Exponenten des Nenners des ersten Diiferentials (=-Jr) ^^^ wendet 
auf das erste Differential der Gleichung die Methode der ausgleichenden 
Hilfsdifferentiale an, also: 

oder 

Substituiert man für die zweite Differential summe den Wert aus den 
Gl. 26, 30, so ergiebt sich nach einigen Reduktionen das bekannte Integral. 

VI. Ist die Gleichung: 

ya+l)x:~^f^dx = Ymdx = dy 34) 

zu integrieren, so führt man (Abs. III) das ursprüngliche Differential 
als Hilfsdifferential ein und substituiert in dem letzteren für to seinen 
Wert (s. Gl. 22, 23), also: 
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_/— , I hxäx , 'icx^da; , bxdx , aäx t , , ni oc\ 

y^oäx + — ^ + —7— + — ^ + -. = f^y + <;?, = 2dy 35) 
iyco zyia iyio yia 

oder 

Substituiert man für die zweite Diiferentialsumme dea Wert aus §. 43 
Gl. 55, so ist das Integral gefundea. Noch einfacher gestaltet sich die 
Rechnung, wenn man die erwähnte Substitution für o) mit Rücksicht auf 
die Relation (§, 42 Gl. 44): 

- = "-f + ^ + a 37) 

vornimmt. 

VII. Zur Litegration der Gleichung: 

(« + &;» + cx^f^dx =- a^dx = dy 38) 

setzt man (Gl. 22 und 37): 

m--dx + - — \ = dy + %dAj = M-y 39) 

oder 

= I)s{a -{-lx-\- <ix^)^dx. 40) 
Substituiert man für die zweite und dritte Differentialsumme die ent- 
sprechenden Werte (s. Gl, 36 u. 42), so ist das Integral nach einigen 
Reduktiouen ermittelt. 

VIII. Ist endlich die Gleichung; 

x^a -\-hx -^ cx'dx = xYiadx = dy 41) 

zu integrieren, so bewirkt man am einfachsten die Integration, indem 
man mit 2c multipliziert und ein Hiifsdifferential hinzufügt, also: 

J?yadx 4- 2cxYädx — i]/c3dx = Yäo'dx — hYmdx = 2cdp. 42) 
Das erste Differential in dem mittleren Ausdruck ist nach §. 31 Abs. I, 
das zweite nach dem obigen Abs. VI integrierbar. 

§.47. 
Beispiele, 

Die nachfolgenden Beispiele zur Erläuterung der in den §. 42—46 
dargestellten Integrationsmethoden sind aus dem Kreise jeuer Integrale 
gewählt, die entweder elliptische sind oder doch zu diesen in naher Be- 
ziehung stehen, weil seit Legendre die wissenschaftlichen Untersuchungen 
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sich vorherrschend auf die elliptischen Integrale in ihrer goniometriaelien 
Form beziehen, obgleich die algebraischen Ausdrücke doch die all- 
gemeineren sind. 

I, Ist die Gleichung: 

zu integrieren, (vgl. über die analogen Differentiale mit xd,x, x^äx 
und OT^dx im Zähler g. 34 Gl. 35, 38 und §. 31 Gl. 34), so kann man zu- 
nächst nach §- 43 Abs. III und §. 42 Abs. VI vorgehen und substituiert 
daher den Wert von: 

in die 61. 1, also: 

ycaäx -=_ -=- = cäy. 3) 

Das erste Differential der vorstehenden Gleichung hat bereits die zur 
Bildung der Differential summe nötige Form, Die zweite Funktion der 
Differential summe muss, je nach der Hölie des Exponenten von x (vgl. 
unten Abs. II) folgende Gestalt haben: 

Um nun die Gl. 3 in dieser Weise umzugestalten, schreibt man dieselbe, 
indem man das ursprüngliche Differential als Hilfsdifferential einführt: 

yadx + ^ - + ■ — = -;= -=^ = cäy + ^cay = 3cay 5) 

yw ym y«! y» 

oder 

1 -_, ^,—-rdx , a'dxl 2& T, x^dx a r, äx n j r-\ 

— Bsxyo^l— + -^--J - ^Ds — — — Ds-= = Dsc?j/. 6) 

Substituiert man : 

^^ -^DsY^äx + ^i)s^ = Z>s- ^"i'J.^.^. 7) 

^ ^ ^ « yo. ^/a + bx■'->tcx- 

Noch einfacher gelangt man zu diesem Resultat, wenn man nach §. 43 
Abs. VI und §.42 Abs. VIII vorgeht. Nimmt man zu diesem Zweck die im §,43 
GL 32 angedeutete Substitution für a^ in die GL 1 vor uad multipliziert 
dann die Gleichung mit — —, so ist: 

aV^" y™ 

oder, wenn man, um das erste Differential zur Bildung der Differential- 
summe tauglich zu macheu, ausgleichende Hilfsdifferentiale einführt; 



T / — -, , xtti üx , adx -, 

- ytaüx + •— =^ -\ — -1= = cdy 
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9) 

Bildet man encUieh aus den zwei ersten Differentialen die Differential- 
sunime, so ergiebt sieh wie früher: 

Denselben Ausdruck erhält man, wenn man bei der Integration nach 
§. 43 Abs, n und §. 42 Abs. II vorgeht. 
IL Ist die Gleichung: 

zu integrieren, so verfährt man ähnlich wie sub I und schreibt dieselbe: 

2xym äx ^- -=r~- = 2cöy 12) 

oder mit Rücksicht auf Gl. 4: 

o -i/~ T . ix^dx , 2ca!^dx äbx'äx 2axdce 

' y^ ' j/^ y» y«, 

= 2c(?s/ + 2cäy = icdy. 13) 

Bildet man nun aus den drei ersten Differentialen die Differentialsumrae 
und befreit äy von den Konstanten, so ist: 

14) 



ya + bx' + 

Substituiert man für die zweite und dritte Differentialsumme den Wert 
aus §. 31 Gl. 34 und §. 34 Gh 38, so ist nach einigen Reduktionen: 

Sf^' 32e^Yd ö + acs'— ayös 

Wählt man zur Integration der Gi. 11 die im §. 43 Abs. 11 und 42 
Abs. II dargestellte Methode, so schreibt man die Gl. 11: 

2CX^dX _ ^g^ 

oder (Gl. 4); 

2xya>dx -j- - _- -f- — ^xyüidx -—- = 2cdy. 17) 

Verfährt mau in der bekannten Weise, so ist: 
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X' 


(/»cfa — j-Bs 


J/o 


- 












18) 




y» + 6«, 


■ + 1«' 


wei 


ite Differentialsumme 


aus 


der 



-^ Bs x^ y<a 



Substituiert man den Wert für die 

weiter unteg folgenden Gl. 57, für die dritte aus §. 31 Gl. 34, so ergiebt 

sich das nämliche lutegral wie in der Gl. 15. 

Auch nach §. 43 Abs. VI und §. 42 Abs. VIII kann dieses Integral 
ermittelt werden, indem man die Gl. 32 §. 43 mit x multipliziert und 
dann die Substitution vornininit. 

m. Zur Integration der Gleichung (vgl. §. 33 Gl. 51): 

— ^ — = — ^ = f'y 19) 

benützt man am zweekm'asaigsten die im §. 44 Abs. II und §. 42 Abs. III 
entwickelte Methode. Man führt demgemäss in die Gleichung Variable 
und Konstanten ein und multipliziert sie mit — 1, alao: 

- ^^^F- + —^ + — j7^ = - <^dy 20) 

oder 

Kontrahiert man das zweite und dritte Differential in den Ausdruck 
— und verfährt dann in der bekannten Weise, so ist: 

oder wenn man für die zweite Differeutialsumme den Wert aus §. 34 Gl. 38 
substituier^ so ist: 

ahx ^ al, y !> yro x^a + Dx' + CX* ' 

Will man die Gl. 19 nach der im §. 44 Abs. III und §. 42 Abs. IV ent- 
wickelten Methode integrieren, so multipliziert man sie nach Einführung 
von Variablen und Konstanten mit — 2, also: 

'^ixiäx , bxdx , 2cx^dx Yoidx , bd:o 9-7 9j.\ 

^ xYm xYm ^ ~^ — — a IJ. ) 

Bildet man aus den drei ersten Differentialen die Differeutialsumme und 
befreit dy von den Konstanten, so ist: 
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— Da ■ r_ - ''"' ■ 25) 

Substituiert man den Wert der zweiten Differentialsumme ans der unten 
folgenden Gl. 42, so ergiebt sich das nämliche Integral" wie in der 
Gl. 23. 

IV. Will man die Integration der Gleichung: 

'^ = dy. 26) 



a:*)/a + ha? -^ ex* 

nach §. 44 Abs. II und nach §. 42 Abs. III vornehmen, so giebt man ihr 
folgende Gestalt: 

« x^y«, (cY» ^y» 

Substituiert man den Wert für die zweite Differential summe aus §. 33 
Gl. 51, so ist: 

Die im §. 44 Abs. III und §. 42 Abs. IV entwickelte Methode ergiebt in 
diesem Fall die nämliche Rechnung. 
V. Die Integration der Gleichung: 

= ~^==äy 30) 



x*y<z + bm' -H 
ergiebt nach §. 44 Abs. II und §. 42 Abs. UI: 

aViüdx , bxdx , 2cx''dx , ^bdx , edx „ , „,, 

oder 

L 7) ]^ ToiVä _ sdxl _ ^ n t^jg 

Substituiert man den Wert der zweiten Differentialsumme aus der Gl. 23, 
so ergiebt sich folgendes Integral: 

ym(2iö — 3a) 2c ri -,/"'^ , c -r. dx „ dx „„. 

- — -„ s-i — ^Dsytaäx -\ — Ds — = ßs ^ ^ =:^_ ■ 33) 
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Will man dieselbe Integration nach §. 44 Abs. III und § 42 Abs. IV 
vornehmen, so ist: 

« fl^^lAi a;»y<^ '^ a:Y" 

oder 

1 T, yräfoi'da:; 3^3;! l ^ Vmäx & y, die 

~ 2^-^^ VL-2^^ ^J^3^-°^ ¥* — 2^^;^ ^ 

35) 



Substituiert man für die zweite und dritte Differentialsumme den Wert 
aus der weiter folgenden Gl. 50 und aus der obigen Gl. 23, so ergiebt 
sich das nämliche Integral wie in der Gl. 33. 
VI. Ist die Gleichung: 



ZU integrieren, ao geht mau ähnlich wie im §, 45 Abs, III (Gl. 17 u. 18) 
vor und setzt; 

y. 37) 

Substituiert mau den Wert der Differeutialsumme für die drei Differentiale 
links ans §. 33 Gl. 51, #. 34 Gl. 36, §. 31 Gl. 34, so ist.- 

s + 4 ^ 2« + ist- + 21/^ + ayi ^ s + 2«' ^ ay^ 



J). 1^°+'"" + " -^. 38) 



VII. Die Gleichung: 



wird am zweck massigsten nach §. 45 Abs. I und §. 42 Abs, II integriert. 
Man multipliziert dieselbe mit — 1 und führt dann Hilfadifferentiale 



s 
oder 






Substituiert man für die zweite Diiferential summe den Wert aus §. 34 
Gl. 38, so ist: 

- Va{h+^QX^) , Ge-r, -,/-, , b^'—iaCj. da: j. ya-]-hx''-{-ca:-^dx ,^, 
bm • b ' ' b y^ ir^ ' 
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YIII. lat die Gleichung: 

l/r+i,y g«g _ Vito _ ^^ 43) 

ZU integrieren, so setzt man ähnlicli wie sub VII: 

oder 

_iDs^[?Lj;_!|?] + |B,ji| + „i)si^ = 7)sf!s. 45) 

Substituiert man den Wert für die zweite und dritte Differential: 
aus §. 33 Gl. 51 und §. 34 GL 35, so ergiebt sich: 

^ 2a + &^'-2y^ j_ A__ io„ 6 + Bc^' + aV cj 



IX, Will man die Gleichung: 

Vä+tr+jiv,_vip_^^ 47) 

nach clor im §. 45 Abs. I und §. 42 Abs. II entwiekeiten Methode inte- 
grieren, so setzt man: 

^^•Vi »' =.-y^ y. " 

oder 

-ii)sl^r!^_5^]+>Ds^ + ?;Ds4S_i)sdj. 49) 

Substituiert man den Wert für die zweite Differentialsumme aus der 
obigen Gl. 23, so ist: 

— ^^ + - Ds Ya dx = Ds ■*-—'- — -^ oüj 

Noch einfacher ist dieses Resultat durch die im §. 45 Abs. II und §. 42 
Abs. IV entwickelte Methode zu erreichen. Man führt zu diesem Zweck 
Variable und Konstanten ein, also: 

j 1 -g— j 4 ■ — öcymäx = — öaay öl) 

oder 
_^D,^[^_M^] + lüsl/^.;^=_D.1^^5^^i^^^- 52) 

X, Ist die Gleichung: 



xYa -{- hx' + cx'^äx = xY^y dx = dy 
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zu integriere ü, so geht man nach §, 42 Ä.bs. V vor und setzt demgemäss: 
2xyädx + ^i^L±M±f^!)^ = 2dy + 2dy = idy 54) 

oder 

2xya>dx + --^ + —-^ + — ^ + --.^ = 4rfi/. o5) 

1/(0 Yoi Ya, Vro 

Nimmt man die Djfferentialsumme und befreit dy von der Konstante, 
so ist: 

T'»"V»[^ + =^] + |Ä'^ + |fl»^-J).Ä!,. 56) 

Substituiert man für die zweite und dritte Differential summe den Wert 
aus §. 34 Gl. 35 und aus §. 31 Gl. 34, so ist: 

sc ^3ac)/c ^b + 2cl 

XI. Um die Gleichung: 

x^Ya + ix^ -\- cx^äx = x^Yojdx = rfj/ 58) 

zu integrieren, geht man nach §. 42 Abs. VI vor und setzt (§. 42 Gl. 36, 37) 
mit Eücksieht auf die Relation: 

^4 = " — ^ — " ^ r,j^^ 

iM^iia! , hxViadx , aVadx -, ^f,^ 
--s- + - ^e'— + -^i C(^|/. 60) 

Verleibt man nunmehr dem zweiten Differential durch die Methode der 
ausgleichenden Hilfadifferentiale den zur Bildung der Differential summe 
erforderlichen Koeffizienten und führt man überdies das ursprüngliche 
Differential als Hi Ifadifferential ein, so ist: 

= — cdy + 6cdy ^ Öcdy 61) 
oder 

-^Ds — [— ^ — ■ J + — Ds ^ — i -r- Dsyeydx == Ds dy. 62) 

Substituiert mao den Wert für die zweite Differentialsumme aus der 
obigen Gl. 42 und setzt man der Abkürzung wegen (a. §. 46 Gl. 8): 

t = 2acx — h^x — hcx^, 63) 

so ergiebt sich: 

r^_ 8(3ae-&') ^^ ^^dx — ^ T)s ^ = x^ya + 'bx' + <rx*dx. 64) 
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XII. Zur Integration der Gleichung: 

*^ }^o + ix'' -j- cX^ dx = x^ "|/w dx ^ dy 65) 

gebt man (rgl. §. 31 Abs. VI) am eiafaclisteii nach §. 42 Abs. II vor und 
setzt demgemäss: 

2&Ä;l/räc;a; + A.cv?^/'äid3:, — 2bxYädx = icdy. 66) 

Da die zwei ersten Differentiale, welche =ycoco'dx siud, nach §.31 
Abs. I sofort integriert werden können, so bedarf es nicht mehr der 
Hinzufiigung weiterer Hilfsdifferentiale, vielmehr ist; 

— BsYaa'dx — ^ Ss x'\/adx = Ds äy. 67) 

Substituiert man den Wert für die beiden Differential summen links aus 
den %. 31 Gl. 8 und der obigen Gl. 57, so ist: 

" isc' uc'Vc ^'^t + acS' — 2V^ 

= Ds x^ Va + bx^ + c¥dx. 68) 

XIII. Bei der Integration der Gleichung: 

"^ = ^- = dy 69) 

{a + bx^ + cx-y^ a,-^ 

geht man am zweckmässigsten nach §. 46 Abs. U vor. Substituiert man, 
um eine weitläufige Eeehnang zu vermeiden, in der Gl. 20 des §. 46 die 
entsprechenden Werte, so ergiebt sieh, wenn man die in der Gl. 63 ent- 
haltene Abkürzung benutzt: 






Di 

+ IJ Da ymdx 



und wenn man für die zweite Differentialsumin 
substituiert: 



XIV. Ist die Gleieliung: 



l=-Dsiy 




70) 


den Wert aus §, 


34 Gl 


.38 


-ß. ä« 




71) 


(„-f-&i^=+C, 


r/f' 






,,4 



72) 



zu integrieren, so geht man am testen nach §. 34 Abs. 111 vor und setzt 
demgemäss; 

i — !< + icx'; X — Ux, 73) 

74) 



2i'oi 



- 1q>' =: 2z/a;; a; ^ — ^ —-:• 
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Substituiert man diesen letzteren Wert in die Gl, 72, so ist: 

id^ — A^^ = ^ay. 75) 

yoi Sro- 

Verfährt man nun in der bekannten Weise, so ist: 

XV. Die Gleichung: 

^^ 3 = ^ = rfi/ 77) 

wird am zweekmässigsten nach §. 43 Abs. VII oder Abs. I integriert. Setzt 
man demgemäss zur Abkürzung (§. 43 Gl. 40): 

t = lx + 2ca;^ 78) 

so ergiebt sich: 

-J-^_ — if _Ds '^~ _ A üs i^ = Ds (?^ . 79) 

Substituiert man den Wert für die zweite Differentialsumme aus §. 34 
Gl. 38, so ergiebt sich: 



6^(ft + 4eF) + 3.^(« + c^') _ 



P. Dsyadx-{-i-I)s- 



özji/ä &j "^ ' 6 y; 



= Ds :iJii„^ , 80) 



XVI. Die Gleichung: 



= (?;/ 81) 



ist durch Hinzufügung eines Hilfsdifferentials leicht zu integrieren, indem 
man schreibt: 

2bxdx , 4c«' da! 2hxäa: a'dx 2hxdw , -. ^^(l^ 

1-^ -1 i T— = ^ Y~ ^ ^^' -' 

In dem mittleren Ausdruck ist das erste Differential nach §. 31 Abs. II, 
das zweite nach Abs. XIV integrierbar. 
Die Gleichung: 

^^dx _ _ «!^ _ ^y ggj 

(c^+bx^ + cx^)^ »* 

ist nach §. 43 Abs. I, II, III u. s. f. integrierbar. 
XVII. Die Gleichung: 

^" ^a>/ 84) 



aiia + bx' + cxy 
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kann nach den drei im §, 44 angegebenen Methoden, namentlieh nach Abs. I ' 
und in integriert werden. Das Gleiche ist mit - -■.- n. s. f. der Fall. 

Auch alle übrigen Kombinationen mit der Irrationalität Ya -\-bx^ -\- cx^ 
können durch die in dieser Abhandlung dargestellten Methoden leicht 
integriert werden. Obgleich nur ein Teil dieser Differentiale sich in 
geschlossenen Ausdrücken integrieren lässt, während die Integrale der übrigen 
entweder zwei nicht integrierbare Differentiale /nämlich Ymdx und — ^j 

oder doch wenigstens eines enthalten, so wäre es doch sehr erwünscht, 
wenn die Integraltafeln durch die Integrale dieser Differentiale (sowie 
auch durch jene der Differentiale mit der Irrationalität ]/« + hx'"^ -\- ex'' 
u. s. f.) ergänzt würden. 

§.48. 
Zeickenkombinationen der trinonaisolLen Differentiale. 

I, Da ich in dieser Schrift überall voraussetze, dass die Koeffizienten 
a, fej c positive Grössen sind, so wäre es an sieh geraten, die in den 
vorhergehenden Paragraphen dargestellten Methoden auch auf alle Zeichen- 
kombinationen der Irrationalität (^2« + öiC + c«^")'' anzuwenden. Denn 
im Laufe dieser Darstellung haben wir bei den Urintegralen oft gesehen, 
dass eine Veränderung der Vorzeichen auch eine gänzliche Verschiedenheit 
der Integrale zur Folge hat (s. z. B. §. 32 Gl. 10, 11 und 15, 24—27 und 
32 — 34 u. s. f.). Um jedoch eine übermässige Weitläufigkeit zu vermeiden, 
werde ich bloss einige typische Beispiele geben, die dann als Muster für 
die Behandlung anderer Fälle dienen können, 

Ist z. B. die .Gleichung: 

x"''dx ffi"' d a , , . 
^ = ^7-="'^^' 

zu integrieren und verfährt man nach §. 43 Abs. III, so nimmt mit Rück- 
sicht auf die Relationen: 

0,'= nlx^-^-^- 2nc.x^''-\ 2) 

^,„_. + .."-_.^ 3j 

die im §. 43 Gl. 11 enthaltene Formel folgende Gestalt an: 
(m-2)i4-l)a!'"~^"i^a: . 0» — 2«+J)6£^32l?£ _ (w — a«+ l)aa"'-^"(?3: _ 



- 2n + \)dy. 
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Um <äas zweite Differential mit dem erforderlichen Koeffizienten aus- 
zustatten, benutzt man die Methode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale 
und setzt demgemäas: 






^ (»!>- — wp — wr+)-)i?. 






Substituiert man den Wert für das erste Differential der 61. 4 ans der 
Gl. 7 und fuhrt man zur VeryoUatändigung der zweiten Funktion der 
Differentialsumme das ursprüngliche Differential als Hilfsdifferential ein, 
so ergiebt sich: 

( OT — aw + l)a;"'~^''rfa ^ , (p — r)nbx"'—"dx _ {p — r)2ncx ' ^dx , 



2n + l)cdy - il^.^'l^^£.^y ^ C-r-^^np + r icäy 



+ 1 nm~-2n^l)dx _ (s~r)oy'd« - 



X _ (p~ r)oi'dx -\ , 



. {mr — np — nr+r)i) 



Auf gana analoge Weise findet man auch das Integral: 

_Bs — 5!;^^ — -■ 10) 
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n. Aus den vorsteheuden Formeln lassen sich manche Eelationen 
der elliptischen Integrale in ihrer gonio metrischen Form durch einfache 
Sabstitutiou ableiten. Ist z. B.: 



yi -(l + f^) Single +f 



zu integrieren, so setzt man in der Gl. 9 x ^ sin x, m == m, w = 2, 
jl = Ij r = 2, ß = 1, 6 = 1 + e'"', e = e^ und es ergiebt sich dann: 



■^xYto 



1/«, 



_(jn-m\+/)j}, ^j^r:^'^ = T>s- 



(M- I)^' y™ Vi- (l + 6^J sm^x + E^'im^w 



SO erlangt die vorstehende Relation ihre gewöhnliche Gestalt. 
in. Ist die Gleichungt 



Jx y(i _fä) + (2£' — i)cob'ä — s^cos'a; 

-~°-^|^"-"!» 13) 

i integrieren, so setze mau in der Gl. 10 x = cos x, m ^= m, n ^ 2, 
= lj )- = 2, a=l — e'S & = 2i^ — 1, (i = E^ und es ergiebt sich ; 






(«-3)(2.-- l), 



(>»-i).- y. y(i+.')+(a,'-i)oo,-x-.-.m«a. 

= ^^=^. U) 

on — _ überall durch — — ^ , 
so erlangt dieselbe ihre übliche Gestalt, 
IV. Auch die Gleichung: 

tg^xdx __ tg"'x d tg^ 



ist ähnlieh wie im Abs. II und III durch die im §. 43 Gl. 17 enthaltene 
Formel zu integrieren. 
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V. Geht man in analoger Weise vor wie sab I, so erhält man noch 
folgende zwei Integrationsformeln: 

I p. 1 r ln~l]dx (f-,> '<ij;1 , 

(■»■■ + « ? — «'■-■')» n, ii: __ (.»!■ + 2..p-a»i--r,c ix 



16) 






_X>, ^ j. 17) 

:.'"(<, + S:.- -»>")' 
Aus den zwei vorstehe ad en Uleicliungen, ferner aus der Eelation in §. 44 

Gi.lökönnendiebekanntenlütegraleZJs , Ds , Ds — 

sin x^x coe ceJa; tg^x^tc 

durch ganz ähnliche Operationen wie sub II — IV gefunden werden. 

VI. Benützt man dieselben Abkürzungen und Substitutionen wie im 
§. 35 Abs. XIII, so ergiebt aieh, wenn man nach MasegaW der obigen 
Gl. 17 integriert und in dem gefundenen Integral für -~ dessen Wert dx 
substituiert: 



(a + & sin , 



-Bs- 



(ffl _ 1) (a + 6 Bin ^)™-^ m - 1 („ + fi sin x)""-' 

Auf ähnliche Weise können auch die analogen Differentiale mit 
cos X, tg X u, s, f. wie auch sämtliche Zeichenkombinationen integriert 
werden. 

§. 49. 
Rationale binomische und trinomieohe Integrale. 
I, Die in den §. 36 — 48 dargestellten Methoden lassen sich 
auch auf die rationalen binomischen und trinomischen Differentiale an- 
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wendeiij wenn man in den betreffenden Formeln r^l, folglich den 
Exponenten ^ = p setzt. Die Anwendung dieser Methode ergiebt natür- 
lich regelmässig dieselben Resultate, wie die in der Lehre von den ratio- 
nalen Integralen dargestellten Operationen, Ist z. B. die Gleichung; 

dx äx -, 1 > 

zu integrieren und geht man dabei nach §. 46 Abs. II vor, so gelangt 
man nach einigen Rechnungen zu der Relation: 

t , 2e -r, dx -,~, dx „, 

;i^ + ?-°'v--°' (. + t=. + .»v 2) 

WO T a= 2aex — h^x — hcx^ zn setzen ist (vgl. §. 46 GL 8). Dieses Inte- 
gral stimmt, obgleich äusserlich abweichend, mit dem im §. 18 Gl. 16 
ermittelten Ausdruck überein, weil 

, T ,b + 2cx g-, 

ist. Geht man bei der Ableitung der im §, 18 Abs. II und III ermittelten 
Integrale nach §. 34 Abs. III vor (vgl. §. 46 Abs. IV und Y), so erhält 
man dieselben sofort in der dort erscheinenden einfachen Gestalt. 

II. Zur Ergiinzimg der im §, 18 Gl. 1—9 (S. 38, 39) für rationale 
trinomische Differentiale entwicltelten Formel dient nachstehende Relation, 
welche aus der Formel in §. 46 Gl. 20 entsteht, wenn man r ^ 1 setzt, 
im Übrigen aber die daselbst benutzten Abkürzungen beibehält: 



(p-J)n. 






{u + bx^' + cx"')^ ' 

III. Um das Verhältnis der für die Integration der rationalen und 
der irrationalen Differentiale aufgestellten Methoden klarzulegen, mögen 
folgende Bemerkungen dienen. Setzt man a-\-'bx-\- cx^^a, so werden 
die Differentiale ^ und ~- u. s. f., wie sich aus §, 20 Abs. II u. HI, 
§. 21 Abs. VI ergiebt, im Anfang nach den nämlichen Methoden be- 
handelt wie die analogen irrationalen Differentiale im §. 47 Abs, I u. III 
(nämlich Substitution für x^ und a^ und Einführung von Variablen und 
Konstanten); nur werden die rationalen Differentiale dadurch sofort un- 
mittelbar integrierbar gemacht, so dass die weiteren Operationen, welche 
bei den irrationalen Differentialen allerdings notwendig sind, hier ent- 
fallen. Dagegen können die für die Integration der irrationalen Diffe- 
rentiale dargestellten Methoden auch auf die rationalen angewendet 
werden, wenn in diesen ro in zweiter oder höherer Potenz erscheint. 
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So kann das Differential — j- etwa nach §. 34 Abs. IV, ■ ■■ g -- «. a. w. 
aacii §. 43 Abs. I und §. 42 Abs. XI, — ^, g ^ u. s. f. (ersteres mit einer 
kleinen Abweichimg) nach §. 44 Abs, I und HI integriert werden, ohne dasa 
jedoch die Anwendung der übrigen Integrationsmethoden schlechthin aus- 
geschlossen ist. 

§. 50. 
Integration von x"'{bx'' -\- cx^^'/dx. 

I. Die im §. 42 ff, dargestellten Methoden können auch auf die Inte- 
gration des vorstehenden binomischen Differentials augewendet werden. 
Doch ergeben die Methoden des §. 42 Abs. I, 11 und XI dreigliedrige und 
deshalb minder brauchbare Integral formein. Die Methoden des §. 42 
Abs. III und IV können hier überhaupt nicht benutzt werden, weil sie 
auf der Einführung von Variablen nnd Konstanten beruhen, das Binom 
&3i" + CiB^" aber keine blosse Konstante enthält. Endlich ist auch die im 
§. 42 Abs. XII entwickelte Methode unanwendbar, weil sich im §. 42 Gl 83 
die Konstante a (^ 0) im Nenner befindet. Dagegen können durch die 
im §. 42 Aba. V — X dargestellten Operationen zweckmässige Integral- 
formeln gewonnen werden. 

Will man zur Integration der Gleichung: 

x"'Qjx'^-\- cx^^ydx = x"'a''dx = dy 1) 

die im §, 42 Abs, V benutzte Substitution gebrauchen, so setze man zur 
Abkürzung des dort angewendeten Verfahrens; 

multipliziere die Gl, 1 mit m -f- I , führe dann das ursprüngliche Diffe- 
rential als Hilfsdifferential ein und nehme in dem letzteren die Substi- 
tution für CO in Gemässheit der Gl. 2 mit Benutzung des ersten daselbst 
angegebenen Wertes (vgl. §. 42 Aba. VII) vor, so ergiebt sieh: 

(m + l)x"'Jdx -H "f x^-{^ - cx^^) J-\lx^{m + \)dy^'^y = 

^ {}nr -f- wji -i- r)dy 
oder 

'mr + np-\-r L x ' rio A 

— r—^—r- Ds x^'-^^^Gf dx = ÖS x"'(bx'' 4- cx^'^Ydx. 41 

mr A-nn -\-r \ \ j s 



3) 
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IL Geht maö wie sub I vor, benutzt man aber bei der Substitution . 
für £0 den zweiten in der 61. 2 angegebenen Wert (s. §. 42 Abs. V), so ist: 

oder 



r^^np + r 






H ,---s^ "i— Ds x'"+''co'' dx = x'^ihx" -\- cx^'')''dx. 6) 

in. Will man Kur Integration der Gl, 1 die im §. 42 Aba. YI ent^ 
wickelte Methode benützen, so substituiere man in der Gl. 1 den Wert von 

j^, 10 — bx" gn\ 

und multipliziere die Gleichung sodann mit den zur Bildung der ersten 
Funktion der Differentialsumme erforderlichen Konstanten, also: 

{m — 2«-f-l)i(;'"— ^"ro'' dx — {m—2n-\-l)l>x"'--''a''dX'=(fn — 2n-\-l'}cdy. 7) 

Führt man, um nunmehr auch das zweite Differential mit dem nötigen 
Koeffizienten auszustatten, ausgleichende Hilfsdifferentiale ein, so ist; 

"'^ + '"^'''^ -{-dl (m - 2n + 1) dz; [dß - lx'>^—c~dx] , 8) 



d% = 



_imr±np-nr + r)di 



n(v-{-T)äz (mr -{-np- 



-(m-2w+l)<?s. 10) 



Substituiert man den Wert für das zweite Differential der Gl, 7 aus der 
Gl. 10 und führt man mit Rücksicht auf die Relation; 
jipm— Bn+i . ßj' ,= a;""— än+i(^)j5a:''—i -|- 2«ca^''~^) ^ wÖiC™"" + 2ncx"' 11) 
das ursprüngliche Differential als Hilfsdifferential ein, so ist: 

_ (mr + *tj) - nr + r) hx'"~"o^'' dx ^ ^^^^ _ ^^^ _j_ y^^^^^ _j_ {p + r)2.nB dy _ 
^ ['»■r±inp_±j)edy ^g, 

oder 
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(mj' + anp + r)c 
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t+ill 



— r-s — 1 ^ — I>s i^-''ia''dx = Ds fl!™(6ai'' + ca:^''y(f3:. 13) 

IV. Man kann auch dieselbe Substitution wie sub III benutzen und 
dann die sich ergebende Gleichung statt mit m — 2« + 1 (Gl. 7) mit 
dem zur Bildung der zweiten Funktion der Differentialsumme notwen- 
digen Koeffizienten, nämlich — " ^' multiplizieren (s, §. 42 Abs. VIII) 
und dann mit Rücksicht auf die Gl. 11 daa ursprüngliche Differential als 
Hilfsdifferential einführen. Es ist dann: 

n{p-\-r)x^~^'^m'' am , {p -\-r)nbce'"~''m'' d^ , (p + r)2tieä:'^a'' da: 

_ _ (P + r)n,äy ^ ip + r)2i 

Benutzt man nunmehr, um auch die erste Funktion der Differentialsumme 
mit den erforderlichen Konstanten auszustatten, die Methode der aus- 
gleichenden HilfadifferentialCj so ist: 

{«, - 2» + 1)*>— i+v»; + "■ + '';'"' "-^ - 

Oäer 



p + r)n 



-..^-P 



{p + r)nc V I y 

V. Will man zur Integration der Gleichung 1 die Substitution: 

'-=^^ 17) 

benutzen, so ergiebt sich, wenn man die Gleichung nach erfolgter Substi- 
tution mit dem zur Bildung der ersten Funktion der Differentialsumme 
erforderlichen Koeffizienten multipliziert (vgl. §. 42 Abs. 12): 

(m~n~\-l)x'"-''m~ dx — (m — n+l)cai"'+''(a'' dx = (m — n-^l^hdij. 18) 
Um das zweite Differential mit Rücksicht auf die Relation: 

^m_H+i . ßj' ^^ nix"' + 2ncx'"+'' 
zur Eildung der zweiten Punktion der Differential summe verwenden zu 
können, führt man ausgleichende Hilfsdifferentiale ein und setzt: 
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in(p + T)äi _^ ,;t__ („,_„^ i)t;a; p« _ ci-+"c»'<ii], 20) 

^;g__(»Mil»JLt»_1±Z>iÜ, 21) 

2.(p+,-) j._ (.,., + a.p + ., + ,)i> ___^^^_^_^_^^;^^ 22J 

Substituiert mau fiir das zweite Differential in der Gl, 18 den Wert aus 
der Ul. 22 und führt man, um auch den zweiten Ausdruck der Relation 19 
zu erhalten, das ursprüngliche Differential als Hilfadifferential ein, so ist: 



(„ _ „ + i)i— .„'+'fe + (j±i?Jiii 



_ (»r + 2.iy + «■■ + r)c-J"* -m'dx _ 



(m-« + l)Mi/ + "■ + ;'■"' 



_ (mr 4- «p + r)6(;j/ 



23) 



^+ir(™_- »jj- l)rfÄ , (j.-^f )Q.'ia - 



,r -[- 2 Mji + mr + i-)c 



Ds a:"'+''o''(?a: ^ Bs x"'(bx'^ -\- cx^^ydx. 34) 

VI. Man kann die sab V dargestellte Methode auch so anwenden, 
dass man nach erfolgter Substitution die GJeiehung mit den zur Bildung 
der zweiten Differential summe erforderlichen Konstanten, nämlich mit 
— !!!lP + ''^ nmltipliziert (s. §. 42 Abs. S). Es ist dann: 

1- ' r r ' ' 

Verschalft man nunmehr dem ersten Differential den erforderhchen Koef- 
fizient m — n+ 1 durch die Methode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale 
und führt man mit Rücksicht auf die Relation 19 das ursprüngliche Diffe- 
rential als Hilfsdifferential ein, so ist: 

(m — « + l)x"'^''ca'^ dx + ^ ' ' f- — ■ — 



_ (mr -f. anp 4- wr 4- r)af-''m'- dx ^ _ (p_+j)lnbjy jp + r)m?drj 



+ ^ 



_ {p + r)nb dy 



26) 



yGoosle 



— 175 — 



VII. Aus den in Abs. I — VI ermittelten Integralen von x'^sf lassen 

sich die Differential summen von — , -, — ^— leicht dadiircli finden, 

daas man m durch — m, 'q durch — p ersetzt. Auch kann man diese 
Differentialsummen nach der für die binomischen und trinomischen 
Differentiale gegebenen Anleitung unmittelbar aus den Differentialen ohne 
Schwierigkeit ableiten. Nur die Integration von zwei Differentialen 
dieser Gruppe ist hier noch darzustellen, weil diese sich nicht unmittelbar 
aus den sub I~VI gefundenen Formeln ergeben. 
Ist nämhch die Gleichung: 

(6:c" -|- cx^'^'f äx = (if äx = dy 28) 

au integrieren, so setzt man in der Gl. 13 m = und es ergiebt 
sich dann: 

Ds (Ix^ + cx^4äx = r-r-^^ ■ %-.-. - ^ '1^- ö« ^ ■ 29) 
Nun ist aber, wenn man in der Gl. 6 m durch — n ersetzt: 

(S^+^^^Q^i. _ ,_ ^ ir-^^^!^T- DsJ-'dx. 30) 



Substituiert man den Wert für Bs =-^ aus der Gl. 30 in die Gl. 29, so 
ergiebt sich nach einigen Redulitionen: 

~\lx. 31) 



(np — wr + r)b^np 
VIII. Ist endlieli die Gleichung; 



^ J, - i - dy 32) 

(*:.- + ..>■)• J 
ZU integrieren, so geht man wie sub VII vor und setzt in der Gl. 24 
m = 0, p = — ß, also: 
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Setzt mau ferner in der Gl. 27 i 
Ds 



{p- 



■r)nb P 






(p- 



und wenn die vorstehende DiiFerentials 
wird, so iat: 

riip — r}nb + (Swff 



Bs- 



(».■+„»•)' 



{np ■ 



inp- 






r){p-r)n 



'-'^Ds'^^- 33) 

ip — r)b P ' 

, so ergiebt sich: 
^-^JLj)s^- 34) 

die 61. 33 substituiert 
l^^Us^. 35) 



Setzt man in den vorstehenden Integralformeln (Abs. I— VIII) w^ 1, 
r = 2, so erhält man dieselben in der mehr speziellen Form, in welcher 
unsere Lehrbücher und Integral tafeln diese Integrale gewöhnlich ausweisen. 



Fünfte Abteilung. 

Die esponentiellen, logarithmischen und 
cyklometrisclien Integrale. 



Die exponentiellen Integrale. 

I. Von den exponentiellen, logarithmischen und cyklo metrischen 
Integralen sollen nach dem Plane dieser Abhandlung nur die wichtigsten 
Fälle in Betracht gezogen werden, weil die ausführliche Ableitung der 
rationalen, goniometrischen und irrationalen Integrale in den vorher- 
gehenden drei Abteilungen hinreichende Anhaltspunkte gewährt, um auch 
die Methoden für die Integration aller übrigen Differentiale aufzufinden. 

Ist die Gleichui 






= --- = dy 



1) 



zu integrieren, so führt man mit Rücksicht auf die Relation: 

cj — 'be^'' = a 
Variable und Konstanten ein, also: 
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äx = aä'^ . 3) 

Nun ist aber (§. 31 Gl. 16): 

j-, he"''''dx 1 j, m'dcc 1 _ , 

a + &e"'^ m a, ~ m ^ ■ ' 

Nimmt man nunmehr von der Gl. 3 die Differentialsumme (s. Gl. 4) und 
befreit dann <?)/ von der Konstante, so ist: 

-(x- i log m) = Bs —^- . 5) 

Durch ganz analoge Rechnungen, bei welchen nur die Gl. 2 eine Ver- 
änderung in den Zeichen erleidet, erhält man noch: 

I>s __^ — = — = -(- a; + - log ») , 6) 

Ds = — = — \x ~ — loff ftil- 7) 

a — be ^ "' "' ^ "< ' 

II. Ist die Gleichung; 



zu integrieren, so führt man mit Rücksicht auf die Gl. 2 Variable und 
Konstanten ein, bringt dann das zweite Differential links auf die nach 
§. 31 Gl. 15 integrierbare Form - — (s. GL 4 und 23) und befreit schliess- 
lich dy von den Konstanten, worauf sich folgende Formel ergiebt: 

Ds — — — -- + ^Ds -p- ■ 9) 

(a + be'^'Y am{p-T)m'~^ a/^' 

Auch die Integrale für die verschiedenen Zeichenkombinationen des vor- 
stehenden Ausdrucks (vgl. Abs. I) sind leicht zu finden, 
III. Zur Integration der Gleichung: 



^"dce b 



ä — dy 10) 



ultipliziert man beiderseits mit 'Yahin, also: 

I« Jj — ^ --Ö« TT? — Ti - »-telmy^-'-" — DsV'itoiy H) 
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oder wenn man dy von den Konstantea befreit; 



-arolaii'°i^ Cs -^-- 12) 



IV. Die Gleichung 






kann dadurch integriert werden, dass man setzt: 

c = ffle^"'«_&, 14) 

n = -l/ße'« +lA, 15) 

p = y«e""' — y^, 10) 

n: + 4> =2l/«e'«; — t^ = S|/ä» 17) 

rop = ae^"^" — 6 = 0. 18) 

Führt man in die Gl. 13 mit Rücksicht auf die Gl. 17 Variable und 
Konstanten ein und ersetzt man oj durch tcq (Gl. 18), so ist: 

(!1+ e).?!'.^^^ ^ ^yädy 19) 

oder 

Ds^ + Üs— = ös2l/ä(;y. 20) 

Substituiert man den Wert der beiden Differential summen links aus den 
Gl. 5 und 6 und befreit sodann dy von den Konstanten, so ist: 

— -= — bg= = — -^^r— log — - ^ 1. — z^=Ds 21) 

V. Die Gleichung 

kann nach §. 31 Gl. 15 integriert werden. 
Auf dieselbe Weise kann man 

^^^T = ö^ -ÖS ^ 23) 

integrieren. 

VI. Die Integration der DilTerentiale -■■■ — und , 

]/„ + &,- V-a + W^ 

ist den Operationen im §. 33 Abs, 1 und II sehr analog. 
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Zur 


Integration der Gleichuii 


'S- 














d^ 


_ dx 


- 


dy 






VäVu' 




setzt 


; man nämlich: 




-Va; 


9 


h 






^T/a + U" 


■lyl 




- 1/a + te" 


ayi 






, 


Välns^'' 


im'Q^ 


ZJL 


iiy. 





24) 

25) 
26) 

jCQ^be"". 28) 

Multipliziert man nunmehr das Differential linka in der Gl. 24 im Zähler 
und Nenner in Gemaesheit der Relation 28 und führt man dann mit 
Rücksicht auf die Gl. 27 Variable und Konstanten ein, so ergiebt sich: 

1— ^: "" ^ ^Yahfidy 29) 

oder 

'^-'f--V^«ds. 30) 

Verfährt man aun in der bekannten Weise, so ist: 



ya + i,"^yu 



Van =« y« V. + S." + y5 Va'- 

VII. Zur Integration der Gleichung; 



V-a + be- 



31) 



32) 



ist diese Methode aus dem im §. 33 Abs. II angeführten Grunde uu- 
auwendbar und es kann nur die Integration durch Kreisbögen durch- 
geführt werden. Zu diesem Zweck schreibe man die GL 32 mit Rück- 
sicht auf die Relationen : 



folgendermassen : 

sypi ^ äYu) _^ ndy „ j\ 

Versetzt man schhesslich a aus dem Nenner des zweiten Ausdrucks 
in den Zähler des dritten und dividiert man dann die Gleichung beider- 
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seits mit V«, so ergiebt sicli, wenn mau in der bekmmten Weise 

verfährt; 

^ arctan l^^^t^'" -- = fJs -- ^ • 35) 

Vlü. Die Gleiclitmg: 

kann dadurcli integriert werden, dass man sie mit )z multipli:4iert und 
dann Hilfsdifferentiale einführt, also: 

a:'"de'"' -\- e^'-^dx""' — mx'"^~'^e'^''dx = ndy 36) 

oder 

^I)sx'"e-^\j^ + ^^\ —^ Dsx"^-'e"dx ^ Dsx^e^äx. 37) 

Das vorstehende Integral kann, wie ein Bück auf dasselbe ergiebt, nur 
dann in einem geschlossenen Ausdruck dargestellt werden, wenn m eine 
ganze positive Zahl ist (vgl. Abs. IX). 

IX. Die Gleidmng: 

^^ = dy 38) 

kann, wenn m positiv, ganz und > 1 ist, dadurch (jedoch nicht in ge- 
schlossener Form) integriert werden, dass man sie mit — (m— 1) multi- 
pliziert und dann Hilfsdifferentiale einführt, also: 

oder 

X. Ist die Gleichung: 

sin"^-xe'"'dx = dy 
zu integrieren, so multipliziert man dieselbe mit m^ + m^ und setzt iu 
dem Differential mit dem Koeffizienten m^ an die Stelle von sin"'ic den 
Ausdruck sin"'~^a:(l — cos^), also: 
n^ sm'"xe'^''dx + m^ am"'—^xe'"^dx — m^ cos^a: sia'"~^xe''^dx = 

=^im'-\-n')dy. 41) 
Führt man nunmehr das Hilfsdifferential 

mn cos»; sm''^~^ xe"^ dx 
ein, so ist: 

n^ ain'"xe'"'dx -{- mn cosx sia"'~^xe'^'^dx + m^ sin™~^ xe^^dx — 
— m^ cos^a: sm'^~^ xif'dx — mn cosa; sm"'~^ xe"'' dx = {m^ -\-n^)dy. 42) 
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Aus den zwei ersten Differentialen links kann, wie ein Blick lehrt, die 
Differentialsumme sofort gebildet werden. Ebenso kann man auch aus 
dem dritten bis fünften Differential, wie sieh sofort ergeben wird, eine 
weitere Differentialsumme unter der ßediüguug bilden, dass man den 
Koeffizienten des dritten Differentials m^ durch m ersetzt, was vermittfilst 
der Methode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale leicht geschehen kann. 
Es ist nämlich: 

mag -\- di^ m^cU; [eis = aia"'-^ xe"" da;] , 43) 

(^g = m(m — 1)(^^, 44) 

mdz -\- m{m — l'jds = m^de. 45) 

Substituiert mau nun den Wert des dritten Differentials der Gl, 42 aus 
der Gl. 45, so ist: 

n[n siii'"a;e"^ dx-\- m eosa: sm™~^ xe"" dx] — 

— m[— s]n"'—^xe'"'dx-^mcos^X8m'"—^xg^^dx +Mcosfl;sin'"-^a:e"^(^a;] + 
■j- m(m — 1) sm'""^ xe""" die = (m^ + ii^)dy. 46) 
Bildet man endlich aus den in den Klammern eingeschlossenen Differen- 
tialen die beiden Differential summen und befreit schliesslich dy von den 
Konstanten, so ergiebt sich: 

« -n • ™ ^^ [dsm'^x , de"--'! 

L cos * ' Bia"'~^ cc e"* J 

+ ^^lTjrJi- -Ds sm'"-'^xe'"'dx = Ds siu'^xe^'^dx. 47") 

XI. Ist die Gleichung: 

cos'"a:e"''i^a: = äy 48) 

zu integrieren, so erhalt man nach einigen ganz analogen Rechnungen 
(Abs. S) den Ausdruck; 

n[n coB,'"xe'^''dx — jm sini;c cos""~^xe'^''dx'] + 

+ 7n[cos"'~^xe'"'dx — msin^a: cos"'~^ xe"" dx -\~ nä'mxcos"'~'-xe'"'dx] + 
-\- m{m — 1) cos^i-ä xe'^" dx = (m* -|- n^ dy 49) 
oder 

+ '" Y~-^ Ds cos^—^xe"'^dx = Ds coa'"xe''-''äx. 50) 
Auf analoge Weise kann man auch die Integrale für tg"'!ce'""!^aiu.s. f. ermitteln. 
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§. 52. 
Die logarithmisehen Integrale. 
Die Integration der einfachsten logarithmiselien Differentiale ver- 
mittelst der neuen Rechnangsmetboden ist sclion in meinen „Neuen 
Integrationsmethoden" S. 37 — 39 dargestellt worden. Es erübrigt daher 
nur nocii, auch einige verwickeitere Differential summen dieser Art, die 
übrigens nur zum Teil in eudiiclier Form darstellbar sind, der Integration 
durch die neuen Reclinungsmethoden zu unterziehen. 
I. Ist die Gleichung: 

at"' (log a:)" dx = dy 1) 

zu integrieren, so setzt man: 



/ X™ dx = 



'>n+l^ 



2) 



und es ist, wenn man Hilfsdiflereatiale einführt: 

(log xyds -^ isd (loga;)" XT^"' (^'^S xy—^dx = dy 3) 

und wenn man dann aus den beiden ersten Differentialen die Differential- 
summe bildet: 

2 Y^^ ■ — XT -ÖS iC" (log xY^'^dx = I)s X"' (log xydx. 4) 

IL Ebenso kann die Gleichung: 

afdx ^^ x"''^'' d X x'"'^^ d log x — 7 r'i 

(log K)" " ^^ ~ (log a;)" ~ ^ ^^ 

dadurch integriert werden, dass man setzt: 



f (logx)" 

und dann Hilfsdifferential einführt, 



Pdlog^ 
J ilogx 



oder 



l)(log:r)''- 
io: 

+ 'd0 + 0daf+' + '"-'tl ■ -^ 

' « - 1 flog X 



Setzt man in den Gl. 4 und 8 
Ds (log x)" dx = x (log X)' 
T>s 




1 [«>!]■ 



9) 

(log:E)" (»-l)(log^)''-^ "-1 (loga!)"-^ 

Die beiden vorstehenden Integrale können vermittelst der bekannten 
Methoden auch unmittelbar aus den Differentialen abgeleitet werden. 



-T + -^ -ÖS - 

«-1 I n — t n 
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IIL Die Gleichung: 

(log xf (a + hx"Ydx = dy 11) 

kann, wenn jj eine ganze positive Zahl ist, dadurch integriert werden, 
dass laan (ffl + 6«")^ nach dem Binomialsatz entwickelt, die einzelnen 
Glieder sodann mit (log x)^ multipliziert und sie nach den Formeln 4 
und 9 der Integration unterzieht 

JV. Ist dagegen p eine gebrochene, positive Zahl, folglieh die 
Gleichung: 

(log a;)™ {a + hx")'' dx = (log x)"" m'' dx = dy 12) 

zu integrieren, so setzt man: 

J CO'' dx = s 13) 

und führt sodann Hilfsdifferentiale ein, also: 



oder 

(log ^)"'5 -mBs ^J^SKJ^p'.^ = Ds (iog x)"' (a + h^^Ydx. 15) 
Dieses Integral kann dann in endlicher Form dargestellt werden, wenn 
sowohl als auch Bs ^^ °° ■ "' in geschlossenen Ausdrücken integrier- 
bar sind, was aber bei der Un ■Vollkommenheit unserer Integrations- 
niethoden entfernt nicht in allen Fällen möglich ist. 
So ist z. B.: 

Ebenso ist xlog xYa -j- bx^dx integrabel, weil sowohl fxYa -{- bx^dx 

als auch - ml)s 'J^sJtlll^ j)s (« + &^'> ^^ [n geschlossener Form 

darstellbar sind u. s. w. 

V, Zur Integration der Gleichung: 



{a + ha.")' 
; man: 



Jl 



17) 
18) 



und es ist dariD, ebeoso wie aub IV: 



(iog»)-i-»iJsaas— ^-z)s "°'"'' '"; ■ 19) 

(a + i^-f 
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Die Bemerkung zur Gl. 15 gilt auch in Betreff der vorstehenden Relation. 
So ist z. B., wenn die Gleichung: 

log' sidx __^ log xdx 



(.+ 6x)' 



. dp 20) 



integriert werden soll: 

/■> dx __ 2 



folglioi (Gl. 19): 



log ^dx 31og x 



■2, 


21) 


-ife' 


22) 


d<J 


2S) 




24) 


Ds^^'" 


25) 



i^5-' . .^ 1 , 

Ebenso ist, wenn man die Gleichung: 

3: log a:(ia: x log a:d;:c 

ya + bx' yä 

integrieren will: 

/a:dx __ y^ __ 

folglich (Gl. 19); 

j- X log xda: __ log' ä V^ I 



§. 53. 
Die eyklometr lachen Integrale. 
I. Eine wirkliche Ermittlung der Differentialsummen ist bei den cyklo- 
metrischea Urintegralen (Gl, 3—6) mit den bisher entwickelten Methoden 
unmöglich, vielmehr erfolgt hier die Integration durch ümkehrung der 
für die goniometri sehen Differentiale ermittelten Integrationsformeln. So 
ergiebt die Relation: 

d siu X = cos xä arc x 1) 

oder 

'^^".^ = ä arc X, 2) 

wenn man beiderseits die Differential summe nimmt, folgende Gleichung: 
Ds — = arc x.*') 3) 

*) Die obige ßelatioa würde bei Anwendung der gewöhnHohen Bezeiclinungs- 
weiee lautem Ss — = avc ain x, doch wiid sicli aus der folgenden Darstellung 

yi-x^ 

ergeben, dass die von mir gewählte Bezeiclinuag für die neuen Rc cli nun gsmeth öden 
zweckmässiger ist. 
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Es ist leicht eraichfclich, dass liier bei dem Differential links eine wirb- 
liclie Umwandlung in die Differentialsumme nicht stattgefunden bat, son- 
dern dass diese Operation durch Vorsetznng des Zeichens Ds nur sym- 
bolisch angedeutet erscheint. 
Ebenso ergiebt sich: 

4 ^ are cos X, 4) 



Vi- 



_dfga 
i+tg" 



■_ = arctan x, 6) 



II. Ist die Gleichung: 

arc'" X sin" xd sin x = dy 
zu integrieren, so setzt man wie in früheren Fälleu: 



" Äi^ sin a; = - 



i + i 



und es ergiebt sieh, wenn man in der bekannten Weise Hilfsdifferentiale 
einführt: 

arc"* xds + sd are™ x ^ $d arc"' x =^ dy 9) 

oder 

arc"'xs — inDs z a,Yc"'~^xd are x =^ Ds arc"*»: sin" a^iisin x. 10) 

Durch diese Formel kann jedes Differential der vorbezeichneten Form 
entweder sofort oder durch wiederholte Einführung von Hilfsdiffurentialen 
ermittelt werden. Die Exponenten m und n sind hier wie in den fol- 
genden Absatzen ganze positive Zahlen. 
in. Ist z. B. die Gleichung: 

are X sin xd sin x = dy 11) 

zu integrieren, so setzt man: 

/ sin xd sin x = — - — ^ «, 12) 

folglich (Gl. 10): 

are x im m _ ^^ sin a; are x ^ ^^ ^^^ ^ ^^^ 

Substituiert man den Wert für die zweite Differential summe links ans 
§. 23 Gl. 12, so ist: 

■ ■ 1- ■ ^ — -— = Ds are a: sin (CtJsin a:. 14) 

Einige leichte Reduktionen bringen dieses Integral auf seine in den Lehr- 
büchern übliche Form. 
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D^~ Von Dr. Julius Bergboliin sind ferner erschienen und von 
demselben (Wien, Hiiuptpost poste restante) zu beziehen: 

Neue Rechnungsmethoden «» »"»jf «■— 'i=- 
Neue Iiitegrationsmethoden S-L'.™ri£.i-5 

Numeralrei^linung. 1892. 60 Pf. 

Entwurf einer neuen Integralrechnung 

auf ßrnnd der Potenzial- Logariüimal- uud Nulneralreclinung, 
1. Heft: Dia rationalen algebraischen und die goniomefcri sehen Inte- 
grale, 1892, M. 1.— [Auch Ton B, G-, Teubner in Leipzig zu beziehen,] 
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